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RESUMEN

La investigacion abarca un estudio que se realiz6 a estudiantes de Pedagogia en
Matematica de la UMCE sobre el concepto Recta. Esta investigacion se construye en base
a un enfoque cualitativo, puesto que el interés principal es el de conocer de qué manera
se comprende aquel objeto matemético. Ademas, como marco tedrico se utiliza la teoria

Modos de Pensamiento y un cuestionario como disefio metodologico.

La problematica se justifica en el hecho de que la geometria siempre ha sido el &rea de
la matematica en la que menos puntaje se obtiene en las pruebas estandarizadas (PSU,
PDT y END). Se escogi6 la recta, puesto que es un concepto comun desarrollado en las

evaluaciones nombradas.

Por otro lado, se observa que este contenido se muestra y ensefia principalmente de
forma analitica dentro del curriculum nacional y la UMCE. Es posible asegurar que esto
no permite una real comprension del concepto y es que, posicionandose en la teoria
escogida, para que esto ocurra, se debe comprender la recta en los tres modos: Sintético-
geomeétrico (gréafico que la representa en el plano), Analitico-aritmético (pares ordenados
que satisfacen la ecuacion de la recta) y Analitico-estructural (lugar geométrico de los
puntos tales que, tomados dos cualesquiera, el valor de la pendiente siempre resulta

constante).

En base a lo anterior, se desarrolla una propuesta didactica que permite el transito entre

los tres modos de pensamiento para comprender con profundidad el concepto de Recta.

PALABRAS CLAVES: Educacién, Teoria de los modos de pensamiento, La Recta,
Didéctica de la matematica, Chile.



ABSTRACT

The investigation includes a study that was carried out with students of Mathematics
Pedagogy of the UMCE on the concept of Line. This investigation is built based on a
qualitative approach, since the main interest is to know how that mathematical object is
understood. In addition, as a theoretical framework, the Modes of Thought theory and a

questionnaire are used as a methodological design.

The problem is justified by the fact that geometry has always been the area of
mathematics in which the lowest score is obtained in standardized tests (PSU, PDT and
END). The line was chosen, since it is a common concept developed in the named

evaluations.

On the other hand, it is observed that this content is shown and taught mainly in an
analytical way within the national curriculum and the UMCE. It is possible to assure that
this does not allow a real understanding of the concept and it is that, positioning itself in
the chosen theory, for this to happen, the line must be understood in the three ways:
Synthetic-geometric (graph that represents it in the plane) , Analytical-arithmetic (ordered
pairs that satisfy the equation of the line) and Analytical-structural (locus of points such

that, taking any two, the value of the slope is always constant).

Based on the above, a didactic proposal is developed that allows the transit between

the three modes of thought to understand in depth the concept of Line.

KEY WORDS: Education, Theory of the modes of thought, The Line, Didactics of

mathematics, Chile.



INTRODUCCION

El paso por la escolaridad chilena les otorga a los estudiantes una variada gama de
aprendizajes y conocimientos en diferentes areas. Especificamente en matematica,
existen cuatro ejes tematicos que contribuyen a ello: Numeros, Algebra, Geometria y

Datos y Azar.

Ahora bien, al enfocarse especificamente en el area de la geometria (area de interés
para esta investigacion), se plantean tematicas referentes a la geometria euclidiana (o
sintética), geometria analitica y geometria vectorial, las cuales se van desarrollando a lo
largo de los 12 afios obligatorios de escolaridad. Sin embargo, se observa que, durante
todo el proceso, no existe una correlacion entre estas 3 geometrias lo que no puede
suceder ya que, como sefiala Gascon (2003) existe una continuidad y hasta
complementariedad entre la geometria sintética y la geometria analitica. Pero se estudian

por separado, lo que no ha cambiado a lo largo del tiempo.

Lo esencial en este sentido, es que a un mismo problema se puedan dar respuestas en
base a la geometria sintética y geometria analitica en conjunto, como una forma de
reforzar y/o ayudar al estudiante a construir una respuesta mas completa y es que “son
precisamente las limitaciones de las técnicas sintéticas las que dan sentido (son las
razones de ser) a las técnicas analiticas” (Gascon, 2003). Es decir, no puede negarse que
una es el complemento de la otra y es que también se sefiala que el previo uso y trabajo

de las técnicas analiticas da paso a la aplicacion de las técnicas sintéticas.

Y como es de esperarse, este déficit de complementariedad esta presente en la Recta,

que viene siendo nuestro objeto matematico de estudio.

Para justificar la elecciéon de este objeto, es que se investigd en qué area de la
matematica existe una dificultad en el aprendizaje por parte de los estudiantes y de los
futuros docentes de matematica. Lo que pudo ser resuelto en base a los resultados
obtenidos en la PSU (actual PDT) por estudiantes que finalizaron su etapa escolar y en la
prueba END de matematica, prueba que se realiza a los futuros docentes de educacion
media. Luego, en ambas evaluaciones estandarizadas, se logré concluir que la geometria
es un area que presenta conflictos y en ambas evaluaciones se encuentra presente el tema
de Geometria Analitica, el cual es considerado como una base para entender muchos otros

conceptos del area.
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Desde la teoria de Modos de Pensamiento de Anna Sierpinska, se analiza la forma que
tienen los futuros docentes para comprender el objeto matematico y si existe un claro

transito entre los modos a través de los articuladores propuestos para la recta.

Para llevar a cabo este andlisis, se realiza un cuestionario a futuros docentes de
matematica de educacion media de la Universidad Metropolitana de Ciencias de la
Educacién. El cuestionario fue realizado en base a la teoria escogida y es que las
preguntas fueron construidas con el objetivo de “obligar” a los encuestados a realizar el
transito para responder. Inicialmente se presenta un analisis a priori, el cual muestra las
posibles respuestas que pueden presentar los estudiantes al posicionarse en uno u otro
modo. Luego, se presenta un analisis a posteriori, el que otorga toda la informacién sobre
como respondieron los estudiantes y si fueron capaces de transitar o posicionarse
eficazmente en los modos de pensar la recta. Para finalizar, se realiza una conclusion de
todo lo visto en las respuestas dadas por los encuestados y se sefialan sugerencias de
actividades para abordar con los estudiantes y con los futuros docentes.
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CAPITULO 1: PROBLEMA DE INVESTIGACION

Antecedentes de la investigacion

Prueba de Seleccion Universitaria

El Departamento de Evaluacion, Medicion y Registro Educacional (DEMRE) es el
organismo encargado de la realizacion de instrumentos de evaluacion que permiten a los

interesados el ingreso a la Educacion Superior.

La Prueba de Seleccidn Universitaria (PSU) es una evaluacion creada por el DEMRE,
la cual tiene por objetivo “la seleccion de postulantes a la Educacion Superior, se elabora
sobre la base del curriculum vigente, especificamente en Objetivos Fundamentales (OF)
y Contenidos Minimos Obligatorios (CMO) del plan de formacién general de 4 sectores
de aprendizaje: Lenguaje y Comunicacién, Matematica, Historia, Geografia y Ciencias
Sociales y Ciencias Naturales (Biologia, Fisica y Quimica), en funcion de la nocién de
referencia curricular.” (MINEDUC, 2018)

En caso particular, la prueba de Matematica tiene como base el razonamiento
matematico. Esta conformada por cuatro Ejes Tematicos (NGmeros, Algebra, Geometria
y Datos y Azar) y por 80 preguntas, de las cuales 75 son consideradas para el calculo del
puntaje y las otras 5 son de caracter experimental. Todas las preguntas son de naturaleza
de seleccion mdltiple con cinco opciones y corresponden a preguntas de respuesta simple,

combinadas y de suficiencia de datos.

Cabe destacar que para el caso de la admision del 2021 se cred un instrumento de
evaluacion llamado Pruebas de Transicion (PDT). Este instrumento se elabord con el
objetivo de nivelar hacia una futura Prueba de Acceso debido al contexto actual nacional.
En base a lo anterior, los contenidos a evaluar en esta prueba se redujeron a un tercio de
los que se estaban evaluando anteriormente. Ademas, el DEMRE en conjunto con el
MINEDUC, estipularon que debido a la emergencia por COVID-19 se debia realizar un
ajuste a los temarios para una priorizacion de los contenidos de IV Medio que resultan

fundamentales para la educacion superior.*

! Ante la necesidad de conocer mejor los cambios que se realizaron, visitar el siguiente enlace que
proporciona DEMRE con una tabla comparativa. https://demre.cl/documentos/2020-07-03-tabla-
comparativa-procesos-2020-2021.pdf
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A continuacion, se presentan los contenidos que se evaluaron en el proceso de
admision 2020 (PSU) y admision 2021 (PDT):

Contenidos de la PSU (Eje tematico: Geometria)

GEOMETRIA POSICIONAL Y .
NIVEL . GEOMETRIA POSICIONAL
METRICA
o ldentificacion del plano | « Relacion del concepto de
cartesiano 'y su uso para congruencia de figuras planas
representar puntos y figuras con las transformaciones
geométricas manualmente. isométricas; formulacion vy
o Notaciébn 'y  representacion verificacion de conjeturas, en
grafica de vectores en el plano casos particulares, acerca de
cartesiano y aplicacién de la criterios de congruencia en
suma de vectores para describir triangulos; vy, utilizacion de
traslaciones de figuras estos criterios en la resolucion
geométricas. de problemas y en la
I°MEDIO
e Formulacion de conjeturas demostracién de propiedades
respecto de los efectos de la en poligonos.
aplicacion  de  traslaciones,
reflexiones y rotaciones sobre
figuras geométricas en el plano
cartesiano y verificacion, en
casos particulares, de dichas
conjeturas. Aplicacion de la
composicion de funciones a las
transformaciones isométricas.
 lIdentificacion de angulos del | « Exploraciéon de  diversas
centro y angulos inscritos en una situaciones que involucran el
circunferencia; demostracion del concepto de semejanza y su
11° MEDIO teorema que relaciona la medida relacién con formas presentes
del angulo del centro con la del en el entorno.
correspondiente angulo inscrito. | ¢ Identificacion y utilizacion de
criterios de semejanza de
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triangulos para el andlisis de la
semejanza en  diferentes
figuras planas.

Aplicacion del teorema de
Thales sobre trazos
proporcionales. Division
interior de un trazo en una
razon dada y verificar
relaciones en casos
particulares.

Demostracién de los teoremas
de Euclides relativos a la
proporcionalidad de trazos en
el  triangulo  rectangulo;
demostracion del teorema de
Pitgoras y del teorema
reciproco de Pitagoras.
Aplicacién de la nocion de
semejanza a la demostracion
de relaciones entre segmentos
en cuerdas y secantes en una
circunferencia y a la

homotecia de figuras planas.

e
MEDIO

Deduccidn de la distancia entre
dos puntos en el plano cartesiano
y su aplicacion al célculo de
magnitudes lineales en figuras
planas.

Determinacion de la ecuacion de
la recta que pasa por dos puntos.
Deduccidn e interpretacion de la

pendiente y del intercepto de una

Descripcion de la homotecia
de figuras planas mediante el
producto de un vector y un
escalar; visualizar las
relaciones que se producen al
desplazar figuras homotéticas
en el plano.
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recta con el eje de las ordenadas
y la relacién de estos valores con
las distintas formas de la
ecuacion de la recta.

Anédlisis  grafico de las
soluciones de sistemas de dos
ecuaciones lineales con dos
incognitas y su interpretacion a
partir de las posiciones relativas
de rectas en el plano:
condiciones  analiticas  del
paralelismo, coincidenciay de la

interseccién entre rectas.

(VA
MEDIO

Deduccioén de la distancia entre
dos puntos ubicados en un
sistema de coordenadas en tres
dimensiones y su aplicacion al
calculo del médulo de un vector.
Identificacion y descripcion de
puntos, rectas y planos en el
espacio; deduccion de la
ecuacion vectorial de la recta y
su relacion con la ecuacion
cartesiana.

Formulacion y verificacién, en
casos particulares, de conjeturas
respecto de los  cuerpos
geométricos generados a partir
de traslaciones o rotaciones de
figuras planas en el espacio.
Resolucion de problemas sobre

areas y volumenes de cuerpos

15



generados  por

rotacion o

traslacion de figuras planas.

Tabla N°1. Fuente: DEMRE 2019. Elaboracion propia.

Contenidos de la PDT (Eje tematico: Geometria)

UNIDADES TEMATICAS

DESRIPCION

Transformaciones isométricas

Puntos y vectores en el plano cartesiano.
Rotacion, traslacion y reflexion de figuras
geomeétricas.

Problemas que involucren rotacion, traslacion y

reflexion en diversos contextos.

Semejanza, proporcionalidad y homotecia

de figuras planas

Conceptos y criterios de semejanza.

Modelos a escala.

Problemas que involucren semejanza en diversos
contextos.

Problemas que involucren el Teorema de Thales
en diversos contextos.

Concepto y propiedades de homotecia.
Problemas que involucren homotecia en diversos

contextos.

Geometria analitica en 2D

Distancia entre dos puntos.

Ecuacion de una recta.

Pendiente de una recta e intercepto de esta con el
eje de la ordenada.

Posiciones relativas de dos rectas en el plano
cartesiano.

Problemas que involucren rectas en el plano

cartesiano en diversos contextos.

Tabla N°2. Fuente: DEMRE 2020. Elaboracion propia.
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Cabe destacar que, para efectos de esta investigacion se utilizara la Prueba de
Seleccién Universitaria, debido a que cuando se generd esta investigacion, ain no se

realizaba la primera PDT (admision 2021).

Evaluacion Nacional Diagnostica

A través del Centro de Perfeccionamiento, Experimentacion e Investigaciones
Pedagogicas (CPEIP), el Ministerio de Educacion fomentd la ejecucion de la prueba END
con el objetivo de entregar informacion a las universidades formadoras del pais sobre los
contenidos pedagogicos y disciplinarios que debiesen manejar sus estudiantes al finalizar
la formacion inicial docente; beneficidndolas asi para la toma de decisiones o para realizar

mejoras en sus programas, si es que fuese requerido.

En la confeccion de esta prueba fue utilizado el curriculum nacional, en especifico las
bases curriculares de 2009, para construir los estdndares orientadores para carreras de
pedagogia en educacion media, los cuales otorgan un indicio de los conocimientos
minimos y habilidades que debiesen desarrollar los estudiantes de pedagogia en el &ambito

de la pedagogia y la ensefianza de ésta.

Ademas, en los estandares orientadores (CPEIP, 2012) se manifiesta que “la formacion
matematica contribuye a que los futuros profesores desarrollen su capacidad de
confrontar y construir estrategias para resolver problemas y realizar un analisis
critico de diversas situaciones concretas, incorporando formas habituales de la
actividad matematica, tales como la exploracion sistematica de alternativas, la
aplicacion y el ajuste de modelos, la flexibilidad para modificar puntos de vista
ante evidencias, la precision en el lenguaje y la perseverancia en la bdsqueda

de soluciones.”

Por su parte, los estandares se presentan organizados en torno a cinco areas tematicas:
Sistemas Numéricos y Algebra, Calculo, Estructuras Algebraicas, Geometria y Datos y
Azar. Como esta investigacion se basa en la ensefianza de la Geometria, solo abordaremos

los estandares de dicha area tematica.
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Estandares Orientadores de Geometria

Es necesario aclarar, que dentro del documento oficial del CPEIP, los estandares del

area de la Geometria se desarrollan con los numeros del 11 al 16 debido al orden que se

manifiesta en la formulacion de los estandares.

Estandar 11

Es capaz de conducir el aprendizaje de los conceptos
elementales de la Geometria.

Estandar 12

Es capaz de conducir el aprendizaje de transformaciones

isométricas y homotecias de figuras en el plano.

Estandar 13

Es capaz de conducir el aprendizaje de los estudiantes en temas
referidos a medida de atributos de objetos geométricos y el uso

de la trigonometria.

Estandar 14

Es capaz de conducir el aprendizaje de la Geometria analitica

plana.

Estandar 15

Es capaz de conducir el aprendizaje de la Geometria del espacio

usando vectores y coordenadas.

Estandar 16

Comprende aspectos fundantes de la Geometria euclidiana y

algunos modelos basicos de geometrias no euclidianas

Tabla N°3. Fuente: CPEIP 2019. Elaboracion propia.

Cabe destacar, que para cada estandar se asocian indicadores que dan cuenta de cuando

se ve manifestado dicho estandar. En la siguiente tabla se muestra la cantidad de

indicadores existentes para los seis estandares mencionados anteriormente.?

N° Estandar | Cantidad de indicadores asociados
11 16
12 15
13 18
14 13
15 14
16 6

2 Cada uno de los indicadores se pueden obtener visitando el siguiente enlace creado por el CPEIP.
https://www.cpeip.cl/wp-content/uploads/2019/03/Est%C3%Alndares_Media.pdf
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Tabla N°4. Fuente: CPEIP 2019. Elaboracion propia.

Programas de Estudio. Curriculum Nacional

Ahora bien, al adentrarse en lo que estipulan los Programas de Estudio, lo primero que
se debe mencionar es que debido al contexto nacional (COVID-19), el Ministerio de
Educacién (MINEDUC) ha decidido impulsar una Priorizacion Curricular sobre el

curriculum vigente.

“La Priorizacion Curricular es un marco de actuacion pedagdgica, que define
objetivos de aprendizaje, secuenciados y adecuados a la edad de los estudiantes,
procurando que puedan ser cumplidos con el maximo de realizacion posible en
las circunstancias en que se encuentra el pais. Considerando el hecho de que
todavia no es posible determinar con precision el tiempo en el que podra
desarrollarse el afio escolar se adoptaron criterios flexibles sobre el plan de

’

estudio y evaluacion que permitan optimizar los procesos educativos’

(MINEDUC, 2020)

Para la construccion de esta priorizacion, MINEDUC (2020) plantea que se
seleccionaron unos determinados criterios, entre los cuales se encuentra el mantener un
equilibrio entre los objetivos de los diferentes ejes curriculares; ademas los objetivos
priorizados siguen una linea de coherencia la cual responde a una progresion de objetivos

en el ciclo, los cuales facilitan el aprendizaje.

Para una mejor organizacion de la Priorizacién Curricular, es que se han creado dos
niveles para cada grado: El nivel 1 que corresponde a los objetivos imprescindibles, los
que son catalogados como esenciales para el avance del aprendizaje de los estudiantes.
Por otro lado, esta el nivel 2, que corresponde a los objetivos priorizados, estos son los
que se consideran integradores y significativos, es decir, que al adquirir estos aprendizajes
los estudiantes podran integrarse como sujetos activos dentro de la sociedad y sus

desafios.

Es necesario mencionar que esta nueva herramienta de apoyo curricular es opcional
para ser implementada en los establecimientos y que ademas tiene una duracion hasta el

afio 2022, para luego dar paso a la utilizacién del curriculum anterior vigente.
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Ahora bien, al enfocarse en la investigacion que se ha llevado a cabo, y si se busca
dentro del Programa de Estudio de matemaética lo que se plantea como objetivo para este

contenido, en el nivel de octavo bésico se encuentra el siguiente objetivo de aprendizaje:

“MAO08 OA 07: Mostrar que comprenden la nocion de funcion por medio de un cambio
lineal: Utilizando tablas. Usando metaforas de maquinas. Estableciendo reglas entre x e
y. Representando de manera gréfica (plano cartesiano, diagramas de venn), de manera
manual y/o con software educativo.” (MINEDUC, 2016)

Es necesario destacar, que el objetivo descrito anteriormente, se encuentra dentro del

nivel 2 de la priorizacién curricular planteado por el Ministerio de Educacion.
Definicion del problema de investigacion

Con respecto a lo planteado anteriormente es que surge la siguiente interrogante:
Pregunta de investigacion

¢Los estudiantes de Pedagogia en Matematica de la Universidad Metropolitana de

Ciencias de la Educacion comprenden en profundidad el concepto de Recta?
Justificacion de la investigacion

Textos escolares

Siguiendo en la misma linea de lo planteado en los antecedentes, y si se profundiza
mas en la basqueda dentro de los documentos que otorga el MINEDUC, se encuentran
los textos escolares. Estos buscan fomentar una garantia de oportunidades de aprendizajes
de calidad para la totalidad de los educandos, independiente de la condicién social,

econdmica o territorial. (Superintendencia de Educacion, 2012)

Por otro lado, este instrumento se transforma en un complemento a la hora del proceso
ensefianza-aprendizaje que se genera en las aulas. También se le facilita uno a los
docentes que corresponde a una guia didactica que sirve de ayuda en el proceso
mencionado anteriormente. Cabe destacar, ademas, que se cuenta con un cuadernillo de
actividades, el cual sirve a los estudiantes como modo de ejercitacion de los contenidos

vistos recientemente.

El concepto de recta como tal no se ensefia en este nivel debido a que, se relaciona

inicialmente con la funcion lineal. Este contenido, se ve plasmado en el texto de
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matematica para los estudiantes de octavo basico en la unidad 2, correspondiente a la
Leccion 3: “La funcion”. Esta tiene como objetivo comprender el concepto de funcion y
conocer la funcién lineal y afin y sus representaciones. (MINEDUC, 2019)

A continuacion, se presentan imégenes con el lineamiento sugerido para ensefiar el

concepto de recta, junto con actividades que ayudan a ejercitar lo visto.

Como se dijo anteriormente, se inicia revisando el concepto de funcion y los elementos
que la conforman (variable independiente y variable dependiente, imagen y preimagen,
etc.), ademas de presentar al gréfico, la expresion algebraica y la tabla de valores como
formas de representarla. Mediante una situacion introductoria y una seleccion de
ejercicios que ponen en practica lo visto. Cuando ya es tiempo de estudiar el concepto de

funcion lineal, el texto del estudiante ® propone la siguiente secuencia:

Con el fin de conocer cual es la sugerencia de inicio al contenido de funcién lineal, se
puede hallar que, a modo de introducir el contenido, el texto plantea una actividad de
problematizacion, con la cual se espera que las y los estudiantes puedan responder

activando sus conocimientos previos.

El ejercicio en cuestion abarca una situacién con un contexto interesante para los
educandos, puesto que, al ser una situacion donde una docente propone una actividad a

sus estudiantes, el contexto se vuelve méas cercano o conocido para ellos.

3 Texto del estudiante. Matematica 8° basico.
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T 3 Funciones

Funcion lineal

L& profesora de Artag ViSudles 18 pidid & sus estudlantes que

£ QrUPOS, CONSTruyeran obras IIIMENSIONSEs con material

(S qrupo confécciond figuras con latas de bebidas y

las pu nias partes del colegio 8 modo de mtenencdn y
O

J 0 & seguir |a 18083 e ka3 trés erres: reducir, reutilizar
y reciar A continuacion, S8 musstan 1as primesas tres Higueas

mB8
1 .
\’ — - —

- A .

Observa la imagen y luego realiza lo pedido.

« Comgieta en tu cuaderno [a siguiente tabla corgiderando que las Niguras Squen un patrdn

[ Nomerodelafigura | 1 [ 273 al5s[6)
| Cantidaddelstasusadas | £ & 0 0 8| 2
C UE x&s &l numero de la Raura y fix) la cantidad de atas utdizadas én cada hgura
dé on a Slua
f 35 & aria la fiqura
225 qu POra f arlaegadeiait f J vida i )

La siguiente actividad propuesta por el texto escolar es el ejemplo 1. Este tiene por
objetivo hallar la representacién algebraica de la funcion lineal a través del razonamiento
requerido para resolver un problema. Por lo que se presenta una situacién junto a su
resolucion para que los estudiantes apliquen lo realizado, en ejercicios posteriores. Al
finalizar este ejemplo, se presenta un cuadro con la informacién relevante para a
resolucion del problema, es decir, se menciona la forma que tiene la funcion lineal ademés

de sus propiedades aditiva y homogénea.
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En la misma pagina, se expone el ejemplo 2, el cual presenta una breve demostracién
de las propiedades mencionadas anteriormente.

Ejemplo (1]

Sa tiene un proyedor que puede triplicar el tamafo de las letras de wn documento segdn bos
requerirmientos de los usuarios. 5ise decide aumentar seis vecss ol tamafo onginal de 1as latras
de wn escrito, joudl debe ser el aumernto previo?

) El tamano onginal del docwmento se relaciona de manera directameante proporcional cor
& tarmafio en la proyeccion, por ko Tanio podermios representar b funcidn gue modeda ba

proveccidn dal doowmenio
fixl=3-x = Fancida que Ing

) 5 xrepresenta e tamano onginal de las keras y e el tamato con el awmenio previo para gue
e la proyeccion & tamano sea 6 veoss g del omginal, analizamos La sigusente igualdad

flal=6G:x=3:2:x p a=2-x -

€} Elamano onginal debe duplicarse para obTener una proyeocida en la que el iamano de

las letras sea 6 wecas &l or '__"'II'Ir.|

= Aprende

Una funcidn lineal fes una funcidn que puede escribirse de la forma: fix)=m-x, conm=0.
Unia funcidn lineal curnple |as siquientes propiedades
= Propiedad aditiva fix + =) = fix) + fiz)

= Propiedad homogdnea fic- x) = o« fix), conc= 0.

Ejemplo B
S tiene la fundidn definida come f(x) = 16 - x 5i @ b, cson ndmeros cwalquiera, verifica gue:

fla+ B)=fla)+ fib)
flc=-xh=c-fix)
ﬂ Cakculamos el valor @& fla + B ¥ fic - x) aplicando propeedades ruimnédicas

flir+bl=16-la+bl=16-a+16-b fle+x1=16-{c-x)=c-(16+x]

8 Calculamas fila) + Filk) y o - fix)
flal + fibi = 15-a+ 16-&
c-flxi=c-[l6-x)
E) Verificarnos que los resubados obtenidos en @ concidan con los obienidos en @

Lueqo, se cumgle que Fia + B = fla) + fib) y ouwe f{c-x)=c- fix)

Por otra parte, en el ejemplo 3 que se presenta a continuacion, se tiene un problema el
cual tiene por objetivo determinar si una funcion es decreciente o creciente. Para ello,
inicialmente se menciona que la manera conveniente de representar una funcion lineal es
registrar los valores en una tabla y luego identificar algunos pares ordenados que
pertenezcan a la gréafica de la funcién. Luego, y solo observando la imagen, se determina

si las funciones decrecen o crecen. Ademas, en la misma pagina, se muestra la definicion
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de funcion lineal y la forma algebraica de representarla; junto a esto se presenta la
pendiente, haciendo énfasis en que con ella es muy util determinar si una funcién crece o

decrece. Asimismo, se presenta la ecuacion para calcularla conociendo dos puntos de la

gréfica.

|

Ejemplo (3
Determina si las fundiones f(x) = 2 « x y plx) = —x réprésentan un Cadmiento o un decrecimiento.

{Qué punto tienen en comun?

£
Wl

rx—: o 2) rx_J"
e 200) |

[

Qe

# \
€) Al cbservar la represent yrafica de la fur f. &5 posible notar que los valores f{x) Cre
~ X *glx)
x4 f f g
- -'-‘.D:Er‘.'\'.-f-
& funcidon lineal f{x) =m - x, conm = OIMeSHONUE & UNA MECTa qUE pasa por & ork
(X0, 0). El rahco dependers del dommnio O dal comainiy £
¢ mrepresentala pendiente de la recta. Sim > 0, 13 ré1a es aedente, y Sim < 0, larecia
2 X,y X Lep a I
m } | &
Y.~ ¥
m s N X
X .~ X

En el ejemplo 4 que se muestra en la siguiente imagen, se les pide a los estudiantes
determinar si cierto punto pertenece a la grafica de una funcion lineal dada. Para este
caso, lo primero que muestra que se debe hacer es ubicar dos puntos cualesquiera que
pertenezcan a la grafica dada, luego se determina el valor de la pendiente empleando su
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ecuacion y luego se representa la funcion lineal como f(x) = m - x . Posterior a ello, se
verifica si los puntos dados en el enunciado cumplen con ser parte de la funcién
determinada; si es asi, entonces los puntos pertenecen. Este procedimiento, se argumenta
en 3 pasos y después de esto, se presenta de manera formal lo que se utilizo al resolver el

ejemplo.

Ejemplo £3

Determina si el punto {12, 4) pertenece a la grafica de la funcidn lineal f

Para finalizar con este tipo de funcion y dar paso a la funcion afin, se plantean una

seleccion de ocho problemas* para poner en préactica lo visto y/o aprendido.

4 Para conocer estos problemas, revisar paginas 100 y 101 del texto del estudiante de 8vo bésico.
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Finalmente, y en base a lo expuesto anteriormente, es posible concluir que el texto
ofrece una gama diversa de ejercicios para aprender y reforzar todo lo necesario con
respecto a la funcion lineal, obteniendo formas de representarla (grafico y ecuacion)
ademas de elementos importantes que la componen (pendiente, pares ordenados,

propiedades) que son muy Utiles a la hora de resolver problemas de este contenido.

Resultados evaluaciones estandarizadas

Al realizar diferentes busquedas, se concluye que debe existir algin factor que incide
en que el &rea de la geometria sea la mas descendida por los estudiantes, significando asi
que es la que tiene més bajo rendimiento en evaluaciones estandarizadas por parte de los

agentes gque responden dichas evaluaciones.

Justificando esto, el DEMRE en sus Publicaciones PSU N°19 del 2013 — Admision
2014, afirma que: “De los cuatro Ejes Tematicos evaluados en la PSU de Matematica,
Geometria es el que presenta, afio a afio, el menor porcentaje medio de respuestas

correctas y el mayor porcentaje medio de respuestas omitidas (...)".

Por otro lado, en la END 2018 y 2019°, especificamente en la Prueba de
Conocimientos Disciplinarios y Didacticos de Matematica, los resultados a nivel nacional

fueron los siguientes:

5> Se utilizan los datos de la END llevada a cabo estos afios debido a que se suspende la realizacion de
esta a los y las estudiantes de la cohorte 2020 debido al COVID-19.
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Resultados 2018

% de

Programa Respuasta Mediana f".‘I-I'IiI'I.'iEI M_ﬁ:cimn
- o Institucional | Institucional
Correcta

Sistemas numéricos y Regular 5, 0% 54, 2% 29.2% &7 9%
dlgebro Prosecucion | 53.2% 54,29 45 5% 78,0%

Ragular 5, 5% 50,0% 25,0% Ta 4%
Cdlculo

Prosacucion L47.7% 50,06 12,5% T70,0%

Ragular &1,8% 75,0% 25,0% T50%
Estructuras algebraicas

Prosacucion 57,1% 50,09 40 9% 100,0%

Ragular ddy 4% 40,0%: &,7% 53,1%
Geometria

Prosacucion 42 B% 40,0%: 536,3% G 0%

Regular 50,.4%0 53.9% 231% &é6,3%
Datos y azar

Prosacucion 48.6% L&, 2% 41,2% B4 6%

Tabla N°5. Fuente: Informe Nacional END-FID 2018. (CPEIP, 2018)

Se observa que el area con menor porcentaje de logro en el programa regular y de

prosecucion es Geometria con un 44,4% y un 42,8%, respectivamente.

Por otro lado, el tema que presenta mayor porcentaje de logro en ambos programas es

Estructuras algebraicas, con un 61,8% en el programa regular y un 57,1% en el de

prosecucion.

Ademas, se puede observar en la siguiente tabla los resultados expresados en

porcentajes de cada uno de los estandares evaluados en las preguntas de seleccion

maultiple para las carreras de Pedagogia en Media — Matematica. Esta tabla muestra que

el estdndar que presenta menor porcentaje promedio en los estudiantes de programa

regular y de prosecucion pertenece al area de Geometria, el cual estipula que el estudiante

“Es capaz de conducir el aprendizaje de la Geometria analitica plana”, correspondiente al

estandar 14, con un porcentaje de logro respectivo a 38,4% y 33,0%.
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% de

=t , Respuesto Minimo Maximo
Estandar Progroma Correcta Institucional | Institucional
Nacional
1. Es copoz de conducir el Regular 489% 20,0% 63,1%
aprendizaje de los sistemas de Prosecucion
numéricos N, Z, @, Ry C de Gatrilioe $21% 36.4% 80,0%
2.Es copoz de conducir el Regular 59.9% 375% 731%
aprendizaje de las operaciones del
dlgebra elemental y sus Prosecucion
aplicaciones alaresolucionde | go estudios 57.1% 46,6% 80,4%
ecuaciones e inecuaciones
3. Es copoz de conducir el Regulor 60.9% 20,0% 80,0%
aprendizaje del concepto de = ”
funcion, sus propiedades y rosecucion
representaciones de estudios il S0A% L0
4. Demuestra competencia Regulor 52,5% 16,7% 70,8%
disciplinario en dlgebra lineal y es
capoz de conducir el oprendizaje Prosecucion
de sus aplicaciones en la de estudios 44 8% 40,0% 69.0%
Matematico escolar
5. Es capoz de conducir el Regular 52,9% 0,0% 75.0%
aprendizaje de los numeros reales, [Tprosecucion
sucesiones, sumatorios y series de estudilos 52,8% 25,0% 90,0%
6. Demuestra competencia Regular 60,0% 0,0% 100,0%
disciplinaria en cdlculo diferencial  [Tprocacicion
Y oplicociones de GS(Ud;OS 102,7% 0.0% 66,7%
8. Es copoz de conducir el Regulor 618% 25,0% 75,0%
oprendizaje de la divisibilidod de
nimeros enteros y de polinomics y B B
demuestra competencic osecucion 571% 40.9% 100,0%
disciplinaric en su generglizacién g | de estudios 5 : 2
lo estructura de anillo
1. Es capaz de conducir el Regulor 469% M1% 57,0%
oprendizaje de los conceptos Prosecucion
elementales de la Geometrio tie aakcli-o 454% 39.4% 83.3%
12. Es copaz de conducir el Reguior 415% 0.0% 58,3%
aprendizoje de tronsformaciones -
isométricas y homotecias de Prosecucién 42,0% 25.0% 64,3%
|_fiquras en el plano de estudios

14, Es capoz de conducir el Regulor 38,4% 0,0% 54,8%
aprendizoje de la Geometria Prosecucion
anolitica plano de estudios 33,0% 0,0% 70,0%
17. Es capoz de motivor la Regular 50,8% 0.0% 68.8%
recoleccion y estudio de datos y de
conducir el aprendizoje de los Prosecucion
herramientas basicas de su e eetudios 53.5% 403% 100,0%
representacion y analisis
18. Es copoz de conducir el Regulor 61,2% 33.3% 100,0%
aprendizaje de los probabilidades  [procacicion
discretas de exstidios 58,7% 50,0% 100,0%
20. Esta preparado para conducir | Regular 526% 25,0% 66,7%
el aprendizoje de la distribucion Prosecucion
normal y teoremaos limite de estucios 453% 38,2% 66,7%
21, Esta preparado para conducir el | Reguior L04% 227% 68.8%
aprendizaje de inferencia Prosecucion
estadistica de eshidics 39.7% 292% 100.0%

Tabla N°6. Fuente: Informe Nacional END-FID 2018. (CPEIP, 2018)



Resultados 2019

% de
Minimo Maximo
Programa Respuesta Medlana
Coracta Instituclonal | Instlituclonal

Sistemas numericos y Regular 52,3% 52,2% 21,3% 1.3%
élgebra Prosecucion |  50.2% 47.8% 34,8% 16,8%

Regular 53.2% 50,0% 7.8% 18,6%
Calculo

Prosecucion 44.3% 50,0% 25,0% 625%

Regular 56,2% 50,0% 1,0% 83,3%
Estructuras algebraicas

Prosecucion 54,2% 50,0% 0,0% 80.0%

Regular 40,2% 42.8% 16,5% 59.5%
Geometria

Prosecucion 40,2% 42.8% 30.4% 60,0%

Regular 47.4% 46,2% 26,0% 61,2%
Datos y azar

Prosecucion 44,0% 46,2% 19.2% 61,5%

Tabla N°7. Fuente: Informe Nacional END-FID 2019. (CPEIP, 2019)

Al igual que en la tabla de los resultados del 2018, se puede observar que el tema con

menor porcentaje de logro en el programa regular y de prosecucion es Geometria, con un

40,2% en cada uno de los programas.

Por otra parte, el area que presenta mayor porcentaje de logro en el programa regular

y de prosecucion es el de Estructuras algebraicas, obteniendo un 56,2% y un 54,2%,

respectivamente.

Ahora bien, al analizar el promedio porcentual de logro de los estandares estipulados

por el CPEIP y gracias a la tabla que se presenta a continuacion, es que se puede afirmar

que para el programa regular y el de prosecucion el estdndar 14 sigue siendo el que

presenta un menor porcentaje de logro.
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% de

Respuesta Minimo Méximo
Estandes Programa Correcta Institucional | Instituclonal
Naclonal

1. Es capaz de conducir el Regular 46,4% 21.1% 64,2%
aprendizaje de los sistemas de
numearicos N, Z, Q. R y G Prosecucion 48,1% 25.0% 15,0%
2. Es capaz de conducir el
aprendizaje de las operaciones del | Regular 54.8% 10.9% 83,3%
algebra elemental y sus
aplicaciones a la resolucion de Prosecucion 49 4% 333% 83.3%
ecuaciones e inecuaciones
S: ES.CopRE 08 Canauck @) Regular 59.0% 20.0% 17,3%
aprendizaje del concepto de
funcion. sus propledades y Prosecucion 57.2% 0,0% 86.7%
representaciones
4. Demuestra competencia = .
disciplinaria en algebra linealyes | Regular 41.5% 8.3% 12,1%
capaz de conducir el aprendizaje
de sus aplicaciones enla Prosecucion 46,8% 250% 69.4%
Matematica escolar
5. Es capaz de conducir el Regular 51.0% 7.8% 88.9%
aprendizaje de los numeros reales,
sucesiones, sumatorias y series Prosecucion 45.8% 0.0% 66.7%
6. Demuestra competencia Regular 55 4% 1.8% 18.6%
disciplinaria en calculo diferencial - 3
y aplicaciones Prosecucion 429% 250% 100,0%
8. Es capaz de conducir el
aprendizaje de la divisibilidad de Regular 56.2% 1.0% 83,3%
numeros enteros y de polinomios y
demuesltra competencia
disciplinaria en su generalizacion a | Prosecucion 54.2% 0,0% 80.0%
la estructura de anillo
11. Es capaz de conducir el Regular 425% 12.5% 625%
aprendizaje de los conceplos
elementales de la Geometria Prosecucion 43.0% 28.1% 65.0%
12.Es cgpaz de conQucu el . \ Regular 38.4% 208% 66.7%
aprendizaje de transformaciones
'gg{};'gg';:;lyp?:g"'“'as g8 Prosecucion 39,6% 125% 50,0%
14. Es capaz de conducir el Regular 34.6% 0.0% 77.8%
aprendizaje de la Geometria
analitica plana Prosecucion 29.7% 0,0% 715,0%
17. Es capaz de motivar la cizis
recoleccion y estudio de datos y de | Regular 50,7% 33.3% 88.9%
conducir el aprendizaje de las
herramientas basicas de su Prosecucion 46.2% 16,7% 66.7%
representacion y analisis
18. Es capaz de conducir el Regular 57.3% 7.3% 77.8%
aprendizaje de las probabilidades
discretas Prosecucion 50.3% 33.3% 17.8%
20. Esta preparado para conducir Regular 49 7% 83% 70.6%
el aprendizaje de la distribucion
normal y teoremas limite Prosecucion 45,6% 167% 66.7%
21. Esta preparado para conducir el | Reqular 35.6% 125% 50.0%
aprendizaje de inferencia -

Prosecucion 36,6% 12.5% 15.0%

estadistica

Tabla N°8. Fuente: Informe Nacional END-FID 2019. (CPEIP, 2019)
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Junto con todas las tablas vistas anteriormente se suma la siguiente, en la cual se puede
observar una comparacion entre los porcentajes promedio de logro obtenidos a nivel

institucional (UMCE) y a nivel nacional en el afio 2019.

Tema Promedio institucién | Promedio nacional
Sistemas numéricos y
) 56,8% 51,9%
algebra
Calculo 66,9% 51,3%
Estructuras algebraicas 68,4% 55,8%
Geometria 46,2% 40,2%
Datos y azar 58,1% 46,6%

Tabla N°9. Fuente: Informe Nacional END-FID 2019. Elaboracién propia.

La tabla anterior muestra que, en ambos promedios, el menor porcentaje se obtuvo en
el &rea de la geometria con un 46,2% en el porcentaje promedio de la UMCE y un 40,2%
en el porcentaje promedio nacional. Asimismo, el que tuvo el mayor porcentaje promedio

en ambos niveles fue “Estructuras algebraicas”.

Al analizar las tres tablas que plantean un promedio porcentual de logro, se puede
afirmar que todas presentan algo en comun, y es que en cada una se refleja que el menor
desempefio y manejo por parte de los estudiantes es el area de la Geometria. Caso
contrario a lo que ocurre con el area de Estructuras algebraicas, ya que esta es la que

presenta un mayor manejo entre los estudiantes.

Se concluye entonces, que en ambos instrumentos analizados el desempefio mas bajo
fue en el area de la geometria. Ademas, gracias a lo analizado anteriormente, se declara
que, dentro de la geometria, el area méas descendida en los estudiantes es la geometria

analitica plana (analisis de los estandares asociados a END).

Por lo anterior, es que se hace necesario disefiar un modelo que se pueda implementar
en los futuros docentes para una mejora en la ensefianza-aprendizaje de esta area y asi

obtener una comprension profunda del objeto matematico escogido.

31



Programa de la carrera de Pedagogia en Matematica

En el afio 1889 se fundo el Instituto Pedagdgico para entregar formacién a futuros
docentes de la educacion secundaria, este formaba parte de la Facultad de Filosofia,
Humanidades y Bellas Artes de la Universidad de Chile. En 1981 se dio origen a un
instituto llamado “Academia Superior de Ciencias Pedagdgicas”. Posteriormente, en
1985 esta academia recuperaria su caracter universitario convirtiendose asi en la actual
Universidad Metropolitana de Ciencias de la Educacion. (UMCE, 2020)

Esta universidad tenia como objetivo fundamental el atender la docencia, la
investigacion y la extension de las disciplinas relacionadas con la educacién y la cultura.
Ya para la década del 90’ este proposito crece, y lleva a pensar en qué profesores debian

formarse en sus aulas debido al constante cambio y desarrollo del pais. (UMCE, 2020)

En la actualidad, la UMCE® define su identidad reafirmando el compromiso con la
educacion publica y los desafios que deben ser enfrentados por la ensefianza y el
aprendizaje en el siglo XXI. Es por lo que el desarrollo que se quiere generar en los
estudiantes es de forma integral en su formacion pedagdgica y de especialidad. (UMCE,
2020).

Debido a todo lo anterior, es que se crearon variadas carreras de pedagogia para las
diferentes disciplinas dentro de los establecimientos; una de ellas, la matematica. Esta
carrera es en la cual se desarrollan diferentes habilidades y competencias matematicas y

pedagdgicas en los estudiantes que eligen cursarla.

Los propésitos actuales del Departamento de Matematica se relacionan con los
objetivos de la Facultad de Ciencias Béasicas y con los objetivos de la UMCE. Estos

propdsitos, extraidos de la pagina de la universidad, son:

“- La formacion de profesores en el ambito de la Educacion
Matematica que se desempefien exitosamente en el Sistema Nacional de

Educacion de manera creativa e innovadora.

- El desarrollo de la investigacion en el campo de la educacion

matematica.

6 Universidad Metropolitana de Ciencias de la Educacion.
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- Vincular nuestro quehacer con el medio cientifico y educativo
nacional e internacional a través de proyectos de investigacion
divulgaciéon de la ciencia y la tecnologia, proyectos de intervencion
educativa, memorias, seminarios de titulo, publicaciones, seminarios,

cursos, asesorias, talleres y otros.” (UMCE, 2018)

Ahora bien, si se dirige la atencién al objeto matematico que se ha estado estudiando
durante esta investigacion, se vuelve imprescindible conocer el contexto y el manejo que
deberian tener los sujetos que responderan las preguntas que seran redactadas en nuestro
cuestionario.” Es por lo que, al buscar dentro de la pagina de la universidad el programa
que la carrera de Pedagogia en Matemaética ofrece a sus estudiantes, es posible encontrar
dos mallas que se estan implementando en paralelo. Esto se debe a que la malla antigua
estuvo vigente solo hasta el afio 2018 para luego empezar a utilizar otra, y como aun hay
estudiantes que siguen estudiando con la antigua malla, esta se emplea en paralelo con la
nueva. A continuacion, se muestran las dos mallas implementadas hasta por o menos el
2020:

7 Metodologia utilizada para llevar a cabo la investigacién.
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Malla vigente hasta el 2018

FACULTAD DE CIENCIAS BASICAS

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

LICENCIATURA EN EDUCACION MATEMATICA Y PEDAGOGIA EN MATEMATICA MENCION ESTADISTICA EDUCACIONAL, O PEDAGOGIA EN MATEMATICA
MENCION INFORMATICA EDUCATIVA, O PEDAGOGIA EN MATEMATICA MENCION EDUCACION EN TECNOLOGIA, O PEDAGOGIA EN MATEMATICA
MENCION EDUCACION EN ASTRONOMIA, O PEDAGOGIA EN MATEMATICA MENCION CIENCIAS NATURALES(Res. N°0231 23/01/2012)

1"ANO 2°ANO 3UANO $°ANO STANO

Vil Vil IX X

Practical 2hrs

Practicall 2hrs Practica il 4 hrs Practica IV 6 hrs PRACTICA
PROFESIONAL

Algebra Teoria
Mahem&tlcaGm Atgebra 1 i Algebra it o Liaaal Shre HaRnos 4 hes DEEXAmAQJEII.‘o
Inferendia y 8 d
Geometria Geometria Nocionss. Geometria
fesa ohrs CSOMEURL e enelPlano del Espacio de Estadistica no Acomatica 5
& hrs 6 hrs Parametrica  4brs g
Estadistica Calcuto Caleulo Calcuto integral = g
Biologia Descriptivay Nocidn  Diferencial en Calcilo de Diferencial en ,“.;‘S‘.?,,“’, (=
6hrs  de probebiidacdes una Variable varias Variables  Variables 2 o
4ns 6 hrs 6 hrs
o
-
Introduccién a o " Didactica Digactica Proyecto
Quimica hes 13 informa ) de Las Ciencias de la stica  Didactico
6 hrs 6 hrs 4 hrs 4 hrs 6 hrs Aahrs

Asignaturas de Asignaturas de Asignaturas de
Mencion I Mencion III8 Meiﬁcién w
hrs

AREAS DE ESTUDIO

BB FORMACION PROFESIONAL DOCENTE Bl FORMACION PROFESIONAL APLICADA Wl ACTIVIDADES CURRICULARES DE LA ESPECIALIDAD Ml ELECTIVO * PLAN DE ESTUDIO SUJETO A MODIFICACIONES,
ULTMA VERSION WWW._ UMCE.CL
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Malla actual desde el 2019

FACULTAD DE CIENCIAS BASICAS

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
LICENCIATURA EN EDUCACION MATEMATICA Y PEDAGOGIA EN MATEMATICA CON MENCION ESTADISTICA EDUCACIONAL O
MENCION INFORMATICA EDUCATIVA

1°ANO 2°ANO 3°ANO 4°ANO 5°ANO
| i m v \"4 Vi Vil vil X X
—
PRACTICA I: | PRACTICA Ii: PRACTICA III: PRACTICA IV: | PRACTICA V: PRACTICA
O INDUCCTION AL DE OCLABDRACION PARA O CODOCENCA EN D€ CODOCINTGA TN O COOTTANTIA mFEm
EDUCATTVO ¥ LA ORGANIZACION O ATENOON A LA =
A LA LABOR DOCENTE MEITAS DE APRENDEAIE DVERToS SN COMIEXTOS SRl Cs.
4 sct 4 sct = 4 sct 4 sct & sct 24 sct
M em E S al Algetbe. Ciloso Diferancial Fundamentos de las Algeten Linmal Anaksis y Topdogis Calculos en Varus Teoria de Grupos
* e imatie 0 || Seteman Nusmirico < Variabius Acifics ’
8sct & sct & sct Ssct | & sct & sct & sct & sct
Elwrmntos de la Py £ G ria ded Espacs Chlcudo Integrel e una | Fundamentos del Gecmentrnia No Didactica de la Iveatigecide « Fortalacimiento de | Trabajo de Titulo
Gecmetna Eudliciara y ¥ Vectcos Variabh y Serws Cilaslo de Euclichara Mat emitics Fnoveice e encias de
Anslzice Probabibdedes Fﬁ:mlldm =)
&6 sct & sct & sct &6 sct & sct 6 sct & sct L 4 sct 4 sct 32 sct
Fundamentos del L : Eudide Extad: Deacripti Talar ce de ] Dn - ecius £ G- Evalusciin para Ocientaciony
Curvéa i) Extac Eetacicn Lo e
C'a para ¥ Speric -
& sct Gsct ). & sct 2 sct 4 sct & sct & sct 4 sct
Paclegogia e identidad | TIC's para el { Blornentcs [ ———. Politicas Educacionaies | | TIC's para s Enamnanza ] | Mencidn | mcbmm
F el Dx sjw che la Fundanantaus de la Probabdidad y Relsciones du Poder | dula it
Mateminica Diclictica de la
Matematics
&scar b 4 sct 4 sct = 4 sct &sct 8sct 4 sct
Procwsas de Reflexicn Cri Segudo dioma | Tecriss Didictices de 1 |  Segundo ldioma | Purachgmans, Teoria Mancicn 1
e g W Flosstics de loa | Maturmaton Enfoqies - ;h
Procwsos Educativos INeoR
riod W
& sct 4 sct 4 sct 4 sct 4 sa 4 sct 8zct
e la Flarifrcacon para
Socalkigicn : P
4 sct 4 sct
e
Segundo Idoma &
4 sct

AREAS FORMATIVAS

A:REA DESARROLLO DEL PENSAMIENTO Y EL CONOCIMIENTO MATEMATICO
¥ AREA USO Y VALORACION SOCIAL DE LA MATEMATICA y
M AREA ENSENANZA PARA EL APRENDIZAJE DEL CONOCIMIENTO MATEMATICO
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Como se observa en la primera imagen, dentro de la malla que estuvo vigente hasta el
afio 2018, se tiene que la geometria analitica, donde se ensefia la recta (nuestro objeto en
estudio), lleva por nombre Geometria | y se ve en el segundo semestre del primer afio de

la carrera.

En esta geometria, se veia todo lo referente a elementos bésicos de la geometria (como
puntos, segmentos, rectas, etc.) y geometria en el plano (basico), como plano cartesiano,

ecuaciones de rectas, familia de rectas, perimetro y area etc.

En los ramos siguientes que tratan la geometria en esta malla, esta Geometria en el
plano que se trabaja en el tercer semestre de la carrera, Geometria en el espacio ensefiado
en el cuarto semestre y Geometria axiomatica perteneciente al séptimo semestre de la

carrera.

Por otro lado, al observar la malla nueva, se tiene que la geometria analitica se ensefia
en el primer semestre del primer afio de carrera, bajo el nombre de “Elementos de la
geometria Euclidiana y Analitica”. Cabe destacar que en este curso se hacen presente dos
geometrias, la euclidiana y la analitica, lo que es diferente con la malla antigua. Ademas,
para este ramo el programa también declara que se debe ensefiar elementos basicos de la
geometria (como recta, punto, plano, segmento, etc.), sistema de coordenadas cartesianas,
distancia entre dos puntos, etc. A continuacion, se muestra un extracto del programa

correspondiente a esta asignatura.
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1
IV. NUCLEOS DE APRENDIZAJE.

Mombre del nicleo de aprendizaje: Elementos Bisicos de la Geometria de Euclides y el
Plano Cartesiano

Desglose del nicleo de aprendizaje:

Elementos de la geometria

Definiciones de los elementos de la geometria; Punto, Recta, Flano, rayo, segmento, trazo.
haz de rayos, haz de rectas.

Posiciones relativas entre rectas.

Figuras geomeétricas elementales y sus propiedades: Triangules, Poligonos y Circunferencia.
Perimetro y Area de figuras geometria.

Sistema coordenadas cartesiana

Sistema coordenadas cartesiana unidimensional (Nocion de Vector, Relacion de Chassles,
Euler y Steward)

Sistema de coordenadas cartesianas en el plano (Ejes coordenados, Representacion
grafica)

Distancia entre dos puntos.

Division de un segmento en una razon dada

Lugares geométricos

La Recta (Ecuacion de una recta definida por su forma; pendiente y ordenada en el arigen,
dos puntos, simeétrica v general, Posicion relativa entre rectas, Forma normal de una recta,
Reduccion de una recta de su forma general a normal y viceversa, Distancia de un punto a
una recta, Bisectrices, Familia de rectas)

la Circunferencia (Ecuacion de la Circunferencia, Forma general de la ecuacion de una
circunferencia, Familia de Circunferencias, Eje Radical, Tangentes a una curva, Tangentes a
una circunferencia. Lugares Geometricos relativos a circunferencias)

Las otras geometrias que acompafian a esta en el resto de la carrera son: Geometria
euclidiana la cual se trata el segundo semestre, Geometria del espacio y vectorial la que

se ve el tercer semestre y Geometria no euclidiana correspondiente al sexto semestre.

Para la Geometria | y Elementos de la geometria Euclidiana y Analitica (ramos que
tratan el tema de nuestro interés), era 'y es muy utilizado el libro “Geometria analitica”
de Charles H. Lehmann. Este libro presenta conceptos de Geometria analitica plana y del
espacio. El lineamiento que quiso seguir el autor en su libro debia coincidir y
complementar la leccion oral del docente; el método que Lehmann lleva a cabo para
conseguir esto consta de una orientacion (conocimientos previos), motivo (desarrollo),

discusion (teoremas) y ejemplos. (Lehmann, 1989)

Al enfocarse en la Geometria Analitica Plana, mas especificamente en el contenido de

la investigacion, y con el objetivo de conocer cuéles son a grandes rasgos los tipos de
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problemas propuestos en los ramos, se encuentran algunos de los siguientes ejercicios a
modo de ejemplo:

SISTEMAS DE COORDEMADAS 15
EJEERCICIOR. Gripo 2

Dibdjese una figura para cada ejercicio.

1. Hallar ¢l perimetro del cuadrildtersc coyos vértices son (=3, =1).
0, 3)., (3 4, 4 =1).

2, Demostrar que los puntos (— 2, — 1), (2, 2}, (5, —2), son los
vértices de un tridngulo isdsceles.

3, Demostrar qoe los pantos (1. —2), (=8, 4}, (5. 3) son los vértices
de un trifdogule secrdagolo, y hallar su drea,

4. Demostrar que los tres puares (12, 1), (=3 =12}, (2, = 1) sen
colineales, e decle, que estdn sobre una misma linea recta.

B. Demostrar que los pontos (0, 1), (3, §). (7. 2). (4. —1) son loa
vértices de un cuadrado.

8. Lox vértices de un tridngule son AC3, 8), B{I, = 1) vy Cib, —1).
51 D es el punto medio del lado BC. calewlar 1a longitud de la mediana AD.

7. Demostrar que lop cuatro puntes (1, 13, (3, 53, (10, &). {% %)
son los vértices de on paralelogramo.

B. Calcular el drea del rriangulo coyos vértices soa log puatas (0, 0).
(1, Z). (3, —4). Svgestidn. Usese la segunda formula del Apéndice LA, 1.

8. Uno de losextremos de un segmento rectilineo de longitud 5 es ¢l punto
(3, —13. 5ila abscisa del otro extremo es 6 hallar su ordenada, (Daos solu-
ciones, )

10. Dweterminar la ecwacidn algebraica que expresa ] hecho de que ¢l punio
(x. y) equidista de los dos puntos {— 3, §). (7. —9).

11, Hallar los punatos de triseccidn y el punta medio del segmento cuyos
extremos son los puntos (— 2, ]-::I ¥ {6, - 1.

12, Los puntos extremos de un segmento son Po{L, 4) ¥ Py(8, — 4).
Hallar el punte P{s. y) que divide a este segmento en dos partes tales que

FiF PPy = — 2.

13. Uno dec los puntos extremos de un segmento es ¢l punte (7. EI-] . T su
pusto medio ea (4, 3}, Hallarel otro extremo.

14, Losextremos de un segmento son los puntos Po{7. 4) § Pa(—1, —4).
Hallae 1a eazén Py P @ PPy enque ¢l puato P(1, = 1) divide al segmante.

15. Los punios medios de lox lados de un tridngulo som {1, 5}. (4. 1} ¥
(1, 1}. Hallar lag coordenadas de los tres virtices,

16. Los vértices de un cridngelo son A(=1, 3}, B(} §) y C(7. =1).
51 D ez el punto medio del lade AB 7 E s ¢l panto medio del lade BC, demos-
vear que la longitud del segmente DE es la mitad de la longitod del lado AC.

17, Eo ¢l tridéngule rectingalo del ejercicio 3. demostrar que ¢l punto medic
de la hipotennsa equidista de los tres vértices,
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SISTCMAS DC COORDCHMHADAS 7

10. Hallar los dngulos interiores del triingule coyos véctices son los pantos
(=2, 1}, (3, 4) v {§, —2). Comprobar los resnltados,

11. Demostrar que los paates (1, 17, (5, 3}, (B 00 v (4, —2) son vér-
tices de un patalelogramo, y hallar su dngulo obtuso.

12. Demostrar que los puntes (1. 1), (5. 3) ¥ (6, = 4) son vértices de
un tridingule isdsceles, ¥ hallar vao de los dagulos igaales.

== 13. Hallar les dngulos del cwadeilatero cuyos vértices som los punios
(2. ), (7. %), (6. 13 v (0, 0). Comprobar los resultados.

— e 14, [Dos rectas s¢ corlan fermando un dingulo de 135%. Sabiendo que la recra
fipal tiene vea pendiente de = 3, calcular la pendiente de la recra inicial.

o 1B, Dwoa rectas ge coftan fotmando om dngalo de 45°. La recta inicial pasa
por los puntos (— 2, L[} § (% 7) v la recta fimal pasa por el punce (3, 9) ¥
porel punto A cuya ahscisa es — 2. Hallar la ordenada de A.

16. Hallar ef drea del tridngolo cayos vértices son A (L, —3). B(3, %) ¥
Cfh, = 1) empleands el seao del dngalo BAC. Sugestidm. Ver Apéndi-
¢ [C. 12,

v 17. Por medio de las peadientes demuéstrese que [os tres panios (6. — 1),
(2, 13 ¥ (= 1. 4) son colineales,

18, Una recta pasa por los dos puntes (— 2, — 33, (4, 1). %5 um punto
deé abscisa I pertenece a la recta, icudl es sw ordenada’?

18, Hallar la ecoacidn a la cual debe satisfacer cualguier puntoe P{x. y) quae
pertenezca a la recta gque pasa por los dos pantos (2, = 1), (7. 3).

-w-B0. Hallar la ecuacidén a la cval debe sarisfacer cualquier punre Pix, gl
que pefténeica a la recta que paga por ¢l puate (3, — 1) ¥ gue tiene una pén-
diente igual a 4.

21. Demostrar que la recta que pasa por los dog pantes (— 1. §) v (4, 1}
es peependicular a [a que pasa por los dos punres (—1, 1) ¢ (3, 7).

22. Una recta [, pasa por los puntes (3, 23 v (— 4, — 6), ¥ otra recta I
pasa por el punto {— 7, 1) ¥ ¢l punte A caya ordenada es — 6. Hallar la abs-
cisa del pumto A, rabiendo que [y es perpendicolara s,

23, Demostrar gue los tees puntos (2, 5). (8, =1} vy (=2, 1) son los
wertices de an trldngulo rectdngulo, ¥ hallar sas dngulos agudos.

24. Demostrar gque los cuatro puntos (2, 4), (5. 3, (60 =2) v ({1, =1]
son vértices de an cuadrado y gue sus dizgonales son perpeadiculares v g dividen
mutuamente ¢n partes ignales.

25, Demostrar que log cwateo pantes (2, 2}, (5, &), (9% 9 y (6. 7} so0a
vértices de un rombe ¥ que sus diagonales son perpendiculares y se cortan en su
punte medio,

Se puede notar, que la mayoria de los ejercicios presentes en ambas imagenes, hacen
referencia al tener que trabajar con pares ordenados y luego determinar alguna ecuacion
que cumpla con determinadas condiciones o hacer uso de propiedades vistas hasta ese

momento.

Si se observa la imagen que se muestra a continuacion, se aprecia que en esta parte del
libro se plantean ejercicios que invitan a los lectores a realizar discusiones con respecto a
teoremas y a demostrarlos, luego les solicita realizar la grafica correspondiente en cada

Caso.
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EJERCICIOB. Grupo 5

En cada uno de los ejercicios 1-25 discitase la ecuacidn estudiando las inter-
cepciones, simetria y extensidén., Despuoés tricese la grafica correspondiente.

1. Sx+d4y-—20=0 14, x* —9x? -y =10.

2. Jx—2y=0. 16, x—y*+9y* =0

5. 343 yF=10=0. 16. xT—y? =10

4. Fx*+4y* - 10 =0, 17. x*+y*— 4y =0,

6. 4x*4+3y*— 12 =0 18, s*—bx+y?' =10,

6. 4x?—0y?*—3Jo=0. 19, x4+ 4¢3 -2x—-2y =14

T. 9x¥—dy? =3I =10, 20, x¥P—d4x—dy+lo=0

B. 16x* -y =0. 2l, x*+4x+3y+1=0.

9. 1bg? — x =10. 22, y'—=2x —By+412=0.

10, - y* -9 =10, 23, x4+ 4y —2x—1lby+I13=0.
11, y=x¥4 x?—9x =09, 24, 4x? - y? -1y =21.

12, Bax? — y =10, 25, y?!—9x"—1Bx—By—-1=10.

13, =¥ —x —y=10.

26. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema 1, Articulo 16,

27. Demostrar el teorema 2, Articulo 16.

28, Enunciar y demostrar el reciproco del teorema 3, Articulo 16,

20. Demostrar el siguiente teorema: 5i la ecuacidn de una curva no se altera
cuando se intercambian las variables x ¥ y. la corva es simétrica con respecto a
la recta que pasa por el origen y es bisectriz de los coadrantes [y 111

30. Demostrar el sigoiente teorema: 5i la ecuacion de una curva no se aliera
al sustitoir la variable x por — y ¥ la variable y por — x, la curva es simé-
trica con respecto a la recta que pasa por ¢l origen v ¢5 bigectriz de los cuadran-

tes 11 v IV.

En base las imagenes presentadas del libro, es posible mencionar que el trabajo que se
quiere realizar con los estudiantes al utilizar este libro es el de la comprension de la recta
en su forma analitica principalmente, no se dejan de lado sus propiedades o
representaciones, sin embargo, la propuesta de ejercicios, en su mayoria, son ligados a
buscar la ecuacion de la recta utilizando pares ordenados o determinando si cierto punto

pertenece a una recta, etc.
Objetivo de la investigacion

Objetivo general

Brindar actividades basadas en la investigacion para la ensefianza de la Recta y para
complementar el conocimiento de los futuros docentes de matematica de la Universidad

Metropolitana de Ciencias de la Educacion.

Objetivos especificos

— Indagar en las bases curriculares y programas de estudio a la recta para determinar

si las actividades propuestas permiten una comprension profunda del contenido.
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Indagar en las mallas de la Universidad el contenido de la recta para analizar el
lineamiento que estas siguen con respecto a la ensefianza del objeto matematico.
Realizar un cuestionario sobre la recta a los futuros docentes de matematica, con
el fin de indagar los modos de comprender el objeto en cuestion y si estos permiten

movilizar la recta en sus diferentes representaciones.
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CAPITULO 2: REFERENCIAS TEORICAS DE LA INVESTIGACION

La Recta

Historia de la Recta

Se cree que durante los afios 325-265 a.C en Alejandria (actual Egipto) vivia un
matematico y gedmetra griego llamado Euclides, quien hasta el dia de hoy es considerado

como el padre de la geometria y es a quien se le debe su nombre, Geometria Euclidiana.

Fue autor de diversos libros, pero el principal y al cual se hace referencia
permanentemente se llama “Los Elementos”. Existen trece compilaciones de autores
dentro del libro, las seis primeras tratan de la geometria elemental en los cuales se
exponen las geometrias utilizadas por lo pitagoricos para resolver lo que se conoce hoy
como ecuaciones lineales y cuadraticas. De la séptima a la décima compilacion, se

trabajan cuestiones numericas y las tres que restan abarcan la geometria de los sélidos.

En el texto escolar de Geometria de octavo basico que otorgd el MINEDUC en el afio
2016, se expone que, para Euclides, la definicion de proposicion matematica trata de “un
enunciado deducido logicamente a partir de unos principios previamente aceptados”. Y
si nos adentramos en el libro los Elementos, los principios que se recogen como punto de

partida son 23 definiciones, cinco postulados y cinco axiomas.

Prieto (2017) expone en su escrito “Lo imposible en matemdaticas” 10s cinco postulados

que fueron propuestos por Euclides:

Se puede trazar de cualquier punto a cualquier otro punto una linea recta.
Se puede prolongar cualquier linea recta acotada, de manera continua.
Se puede trazar un circulo con cualquier centro y cualquier distancia (radio).

Todos los angulos rectos son iguales entre si.

o > w0 N

Por un punto exterior a una recta, se puede trazar una unica paralela.

A lo largo de la historia, estos cinco postulados han sido protagonistas en frecuentes
discusiones, en especial el quinto debido a su condicion distinta con respecto a los otros
cuatro. Como consecuencia a los constantes intentos fallidos por demostrar el Gltimo

postulado en base a los otros cuatro, es que Euclides decidid anotarlo como un postulado
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mas. Sin embargo, existieron diversas intenciones de demostrarlo como un teorema por
parte de diversos autores. Estos intentos prosiguieron hasta el siglo X1X cuando se pudo
plasmar que era posible definir geometrias consistentes llamadas “no euclidianas", en las
cuales no se cumpliria la existencia de una Unica paralela trazada a una recta por un punto

exterior a ella.

Otro apartado importante en el libro de este matematico es la definicion que le otorga
alarecta: “Una linea recta es aquella que yace por igual respecto de los puntos que estin

enella”.

Por otro lado, durante el transcurso de la historia hubo varias personas que también

quisieron dar su propia definicion:

e “Eslalinea cuyos puntos intermedios hacen sombra a sus extremos (Platon,
427-347).

e Esel conjunto de puntos que permanecen invariantes cuando un cuerpo gira
alrededor de dos de sus puntos (Leibniz, 1646-1716).

e Esel camino mas corto entre dos puntos (Legendre, 1752-1833)

e Eslalinea que, trazada de un punto a otro no se vuelve ni a la derecha ni a la
izquierda, y es la més corta que puede trazar entre esos dos puntos (Simpson,
1710-1761)

e Larecta es una serie de puntos, cada uno de los cuales equidista de tres puntos
dados (Fourier, 1768-1830)

e Esuna linea homogénea, es decir, cuyas partes, tomadas indiferentemente, son
semejantes entre si y no difieren mas que en su longitud (Delboeuf, 1831-1896)

e Esuna linea indefinida tal que por dos puntos dados no se puede hacer pasar
mas que una (Duhamel, 1797-1872) .

A pesar de que la geometria avanzd muy poco desde el final de la Era Griega hasta la
Edad Media, el filésofo y matematico francés René Descartes, publicé en 1637 cuyo
tratado “El Discurso del Método. En este tratado se encuentra presente un apartado
Ilamado “La geometria”, el cual origina una conexion entre el algebra y objetos
geométricos. Lo anterior da paso finalmente a lo que se conoce hoy en dia como

Geometria Analitica o Cartesiana.

43



La Geometria Analitica es denominada asi porque implica un analisis estricto, l6gico
y racional para registrar en un plano de referencia los elementos geométricos basicos. El
principal es el plano cartesiano, nombrado asi en memoria del matematico.

En esta nueva geometria se reconocen los puntos en el plano como pares de nimeros
“(x,y)”, lo que representa a un sistema de coordenadas en el que cada par representa la
posicion de un punto con respecto a dos rectas perpendiculares Ilamadas ejes de
coordenadas.

Ademas, Descartes habia construido una especie de diccionario entre la geometria y el
algebra que, ademas de relacionar pares de nimeros a puntos, le permitia dibujar lineas
en el plano mediante ecuaciones con dos variables (X e y) y viceversa.

Es entonces de esta forma que la linea recta puede ser concebida a través de los
elementos que la geometria analitica declara, es decir, el poder resolver problemas

geométricos mediante la manipulacion de expresiones algebraicas.

Por otro lado, y a modo de complementar lo mencionado con anterioridad, al
adentrarse en el texto escolar de octavo basico que proporciond el Ministerio de

Educacion para el area de la geometria en el 2016, se tiene lo siguiente:

“Se llaman postulados o axiomas a aquellas verdades que por ser evidentes
se aceptan como tales. No necesitan ser demostradas” (Carrefio y Cruz,
2016, p.14)

Junto con esto, se presentan 6 postulados que se vuelven necesarios al momento de
trabajar en esta area para poder desarrollar mejor la comprension del contenido. Los

postulados mencionados son los siguientes:

“Por dos puntos se puede trazar una Unica recta.

Por un punto fuera de una recta se puede trazar una sola perpendicular a ella.
Por un punto de una recta se puede trazar una sola perpendicular a ella.

Por un punto fuera de una recta se puede trazar una sola paralela a ella.

Dos rectas perpendiculares a una misma recta son paralelas entre si.

© o k~ w N oE

Dos rectas paralelas a una misma recta son paralelas entre si.” (Carrefio y
Cruz, 2016, p.14)
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Definiciones

Plano cartesiano

También se le conoce como sistema cartesiano. Estd compuesto por dos rectas numéricas
perpendiculares entre si, una horizontal (eje x) que Ilamaremos abscisa y otra vertical (eje
y) que llamaremos ordenada, las cuales se cortan en un punto llamado origen. (Ver
figura 1)

Su finalidad es describir la ubicacion de un punto en el plano, la que esta representada
por un sistema de coordenadas. Junto con ellos, sirve también para analizar
matematicamente figuras geométricas que forman parte de la geometria analitica, como

la linea, la circunferencia, la parabola, etc.
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Figura N°1. Plano cartesiano.

Par ordenado

Un punto se diferencia de otro punto solo por su ubicacién. Si se encuentra en un

plano cartesiano, su posicion se indica por un par ordenado.

Por su parte, un par ordenado hace referencia a una pareja de elementos dados de cierto
orden y es representado por P(x,y). Donde (x,y) es un par ordenado cualquiera.

[

Llamaremos a “x” como la primera componente y a “y” como segunda componente.
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Ademas, la primera componente representa la posicion que tiene el punto respecto de la
abscisa y se ubica en el eje x; la segunda componente representa la posicion que tiene el
punto respecto de la ordenada y se ubica en el eje y.

Es importante destacar que (x,y) # (v, x)

Colinealidad

Es la propiedad segun la cual un conjunto de puntos esta situado en la misma recta. Si

esto se cumple, se dice que los puntos son colineales 0 que estan en una misma linea.

Pendiente de una recta

La pendiente de una recta es la tangente trigonométrica del angulo de inclinacion
(dngulo que forma la recta con el eje x, en sentido antihorario, desde el eje x hacia la

recta). Luego, la expresion que representa a la pendiente es:

y
m=t a=ﬁ=3’2_3’1
g PA  x,—x; {Yz
Yo=Y
Y1
// X2 = X1

Figura N°2. Pendiente de una
recta.

A continuacion, se presenta un ejercicio planteado en la guia didactica del docente de

octavo basico del 2019.
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Relacién entre el &nqulo de inclinacidon v la pendiente de la recta

e (a=0°siysolosi(m=0)

&

Y

Figura N°3. Recta L es paralela al eje x.

e (0°< a<90°)siysolosi(m > 0)

A
Y

0~ » X

d

Figura N°4. Recta L tiene pendiente positiva.
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e (a =90°) siysolosi (m no esta definida)

N
1 »

X

Figura N°5. Recta L es paralela al eje y.

e (90° < a < 180°siysolosi(m<0)

Figura N°6. Recta L tiene pendiente negativa.

Ecuacidn de la recta

Existen diferentes tipos para expresar la recta, los cuales se detallaran en la siguiente

tabla:
Tipo Expresion Observacion
A, By C son reales
Ecuacion general de la recta. Ax+By+C=0 SiIA=0=B=+#0
SiB=0=A4=%#0
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. -A
y o m = pendiente, m = —
Ecuacion principal de la B
recta. y=mx+n n = coeficiente de
posicion
Ecuacion de la recta que pasa
por un punto A (X1, y1) Y vy —y1) = m(x — x;)
tiene pendiente dada m.
Ecuacion de la recta que pasa
por dos puntos A (X1, y1)y | v —y1) = Q2 =) (x —xp)
(x2 — x1)
B (X2, y2).
Ecuacién de segmentos o
o B a#z0yb+#0
canonica: Ecuacion de la x y _
—+==1 (a,0) es el punto del eje x
recta que pasa por dos puntos a b i
. : (0,b) es el punto del eje y
que estan en los ejes.

Tabla N°10. Fuente: Elaboracién propia

Rectas paralelas

Dos rectas son paralelas si las pendientes son iguales o ambas tienen pendientes que

se indeterminan.

Se tiene que la recta L1 tiene pendiente m1y la recta L tiene pendiente my, luego:

Si m1y my pertenecen a los reales, entonces L1 / L2 si y solo si m1=ma.

th
Lz
N

N

Figura N°7. Rectas paralelas.
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Rectas perpendiculares

Dos rectas son perpendiculares si el producto de sus pendientes es -1 o si en una de las

rectas la pendiente es cero y en la otra se indetermina.

Se tienen las rectas L1y Lo, las cuales tienen pendiente myy my, respectivamente. Luego:

Si myy my pertenecen a los reales, entonces L1 | Losiy solo si my- mp = -1.

Figura N°8. Rectas perpendiculares.
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Teoria Modos de Pensamiento

Justificacion del Marco Teorico

Para esta investigacion se decidio utilizar como marco teorico la Teoria de modos de
pensamiento propuesto por Anna Sierpinska (2000). Esta eleccidn est justificada por los
objetivos de la investigacion ya que, permite reconocer las diferentes maneras que tienen
los estudiantes de comprender la recta, como también a observar y analizar las acciones

que realizan los estudiantes al momento de desarrollar las tareas que se les proponen.

Descripcion del Marco Tedrico

Para Sierpinska (2000) es posible distinguir tres modos de pensamiento; dos que tienen
relacién con el pensamiento teérico (analitico aritmético y analitico estructural) y uno
que tiene que ver con el pensamiento practico (sintético geométrico). Ademas, los define

como una forma de entender y ver los objetos matematicos.

Pensamiento Tedrico

A

Analitico - Aritmético +> Analitico - Estructural

N Pl

N\ -~

Sintético - Geométrico

Pensamiento Practico

Figura N°9. Esquema Modos de Pensamiento. Fuente: Elaboracion propia.

Sintético — Geométrico (SG)

Es parte del pensamiento practico y hace referencia a los objetos que son descritos por
la mente, es decir, es la imagen inmediata que se genera entre el sujeto y el objeto que se
visualiza. Se hace uso del lenguaje geométrico como los planos, lineas, puntos, etc; junto

con las representaciones graficas correspondientes. (Sierpinska, 2000).
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Para la recta: Para este modo, se piensa la recta como una linea que se extiende en

una misma direccion.

Analitico — Aritmético (AA)

Este modo es parte del pensamiento tedrico y utiliza el lgebra para la descripcion de
los objetos, por lo que emplea férmulas, ecuaciones, entre otros elementos. Es en este
modo donde el estudiante debe interpretar objetos a partir de determinadas definiciones

o relaciones numéricas y/o simbolicas (Sierpinska, 2000).

Para la recta: Al pensar la recta en este modo, podemos decir que es un conjunto de

pares ordenados que satisfacen la ecuacion y = mx + ¢

Analitico — Estructural (AE)

Al ser parte del pensamiento tedrico, utiliza axiomas y propiedades para describir los

objetos matematicos, los cuales se ven como un todo estructural (Sierpinska, 2000).

Para la recta: Para este modo de pensar, la recta es comprendida como el lugar
geométrico de los puntos en el plano tales que, tomados dos cualesquiera, el valor de la

pendiente siempre resulta constante.

Cabe destacar que estos modos no tienen un orden jerarquico que obligue a priorizar
uno sobre otro; lo que si es importante tener en cuenta que estos modos de pensamiento
se utilizan de acuerdo con el contexto matematico y que la interaccion y complementacion

entre los tres proporciona una mejor comprension del objeto matematico a estudiar.

A modo de resumen, la siguiente tabla N°11 muestra a la recta a través de los diferentes

modos de pensar:
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SG
Se describe a través de

la siguiente figura

AA
Se describe a partir de la

siguiente formula

AE
Se describe a partir de

propiedades

Siendo L una recta.

y=mx+c

Siendo:

- X e Y variables en el
plano

- m la pendiente de la
recta

- c el término
independiente

- Lugar geométrico de los
puntos en el plano tales
que, tomados dos
cualesquiera, el valor de

la pendiente es constante.

Tabla N°11. Modos de pensar la recta. Fuente: Elaboracién propia.

Ahora bien, existen elementos propios al momento de pensar la recta en alguno de los

modos, los que permitiran reconocer cuando se mantiene o transita entre los diferentes

modos de pensamiento, estos son los llamados articuladores. Estos, acttan entre lo

tedrico y lo préactico y permiten comprender de una mejor manera el concepto de recta.

Para el objeto matematico en estudio, y gracias a un trabajo realizado en conjunto con

la profesora guia Claudia Valenzuela, se lograron describir los siguientes elementos

articuladores entre los modos de pensar el concepto de recta.

Plano
Cartesiano.

Colinealidad

—)

Pendiente de la recta.

Esquema N°1. Articuladores para transitar entre los modos de pensamiento para el

concepto de recta. Fuente: Elaboracion propia.
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CAPITULO 3: MARCO METODOLOGICO

Una fase muy importante dentro de esta investigacion es recopilar y analizar la
informacion sobre el grado de comprension de la recta que tienen los futuros docentes de
Pedagogia en Matemaética de la Universidad Metropolitana de Ciencias de la Educacion,

y asi poder establecer si existen conexiones entre los modos de pensar la recta.

Recopilacion de informacion
Disefio

La investigacion es de tipo descriptivo, pues con ella se busca describir y recrear el
manejo general que presentan los y las futuros y futuras docentes en el concepto
especifico de la Recta. El enfogue que presenta esta investigacion es cualitativo pues se
recolectaron datos sin medicion numérica como las descripciones y observaciones.
Ademas, el énfasis en estas investigaciones no estd en medir las variables involucradas
en algun fendmeno, sino en entenderlo (Sampieri R, Collado C y Lucio P, 2003). Es asi
como el enfoque de la investigacién no se trata de conocer cuanto se sabe del objeto

matematico a estudiar sino de qué manera lo comprende y lo percibe el estudiante.
Poblacion de estudio

La poblacion definida para esta investigacion son estudiantes de Pedagogia en
Matematica de la Universidad Metropolitana de Ciencias de la Educacion que hayan

cursado ya la Geometria Analitica.

Muestra de estudio

Para dicha recopilacion de informacion, se obtuvo una muestra de nueve estudiantes
de la UMCE que cumplian con lo requerido para la investigacion. Uno de los encuestados
es de la generacion del 2014, dos son de la generacion del 2015 y seis del 2016, es decir,
que todos los encuestados cursaron la carrera en base a la malla que tuvo vigencia hasta
el 2018, por ende, debieron haber cursado la rama de Geometria Analitica en el segundo

semestre de su primer afio como estudiantes. (Ver capitulo 1)

Cabe destacar que todos los encuestados accedieron de manera voluntaria a responder

los ejercicios.
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Instrumento

Para la poblacion de estudio se aplico una encuesta, la cual se conformaba por una
seleccidn de cinco ejercicios que hacian referencia a la Recta, contenido especifico dentro
de la Geometria Analitica. El instrumento que se utilizé fue validado por Claudia
Valenzuela Gaete, Profesora de Matematica por Pontificia Universidad Catolica de
Valparaiso (1996) y Magister en Didactica de la Matemaética por Pontificia Universidad
Catdlica de Valparaiso (2013).

Es importante mencionar que cada uno de los ejercicios propuestos fueron construidos
desde la teoria de modos de pensamiento de Anna Sierpinska y se puso mucho énfasis en
que los desarrollos permitiesen reconocer los articuladores y los modos en que estos se
presentan (Sintético-geométrico, Analitico-aritmético y Analitico-estructural) (Ver

capitulo 2).
Objetivo del cuestionario

Para alcanzar el tercer objetivo especifico de la investigacion, el cual plantea:
“Realizar un cuestionario sobre la recta a los futuros docentes de matematica, con el fin
de indagar los modos de comprender el objeto en cuestion y si estos permiten movilizar
la recta en sus diferentes representaciones.”, es que se decididé por realizar un
cuestionario con el fin de analizar los conocimientos y habilidades que poseen los futuros

docentes de matematica para ensefiar el contenido de la recta.
Descripcion y fundamentacion del cuestionario

La seleccion de los ejercicios a realizar por los futuros docentes de la UMCE se
componia por cinco preguntas que fueron disefiadas para ser respondidas por aquellos
estudiantes que ya han visto el contenido de la recta, que como se dijo en la justificacion
del problema, corresponde a Geometria | en la malla antigua y a Elementos de la

geometria Euclidiana y Analitica en la nueva (Ver capitulo 1).

Las preguntas confeccionadas se realizaron de tal manera que se generara un conflicto
en los estudiantes para forzar de cierta manera el transito entre los tres modos de
pensamiento que plantea Sierpinska. Para esto, es necesario mencionar que los ejercicios
no representan del todo a las actividades propuestas por el programa de estudio del
MINEDUC, puesto que en ningin momento se les dijo a los encuestados que el contenido

a evaluar era la recta. Ademas, para generar el conflicto antes mencionado, es que se
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emplean instrucciones en las actividades del tipo “resuelva de dos formas diferentes”,
“argumente su respuesta”, “explique con detalles”. Todas estas acciones dan cuenta de la
comprension que presentan los estudiantes sobre la recta, y permiten evidenciar en qué
modo se posiciona para resolver los ejercicios y como va actuando y transitando para

lograr interactuar con los otros modos de la teoria.

Recoleccion de datos

El cuestionario realizado se llevé a cabo de manera virtual debido al contexto nacional
que se estaba desarrollando en el tiempo que se ejecutaba la investigacion (COVID-19).
Es asi como se utilizo la plataforma Google Forms, para dar una adecuacion digital de los
ejercicios seleccionados, sin embargo, se sostiene que dicho contexto se volvié una

limitante en cierta medida para una mayor efectividad en la resolucion del cuestionario.
Analisis a priori del cuestionario

Para este analisis se mencionaran las posibles respuestas que podran otorgar los

encuestados al situarse en los diferentes modos de pensar.
Pregunta 1

Si la temperatura a nivel del mar es de 20°C y la temperatura a una altitud de 1
km es de 10°C, exprese la temperatura en términos de la altitud. Suponga que la
relacion es lineal ¢(Cuél es la temperatura a 2,8 km? Resuelva de dos formas

diferentes.

Como objetivo de esta pregunta, se definié el reconocer si los estudiantes logran
identificar que, al ser una relacién lineal, se genera una ecuacion de recta. A continuacion,
se presentan las posibles formas de responder la pregunta anterior situdndose en los

diferentes modos:
Modo Sintético — geométrico

Para posicionarse en este modo, los estudiantes pueden representar en un dibujo
0 bosquejo los datos de la situacion planteada en el enunciado. Al realizar esto, el
estudiante puede verificar que se forma una linea recta, logrando conseguir asi al

resultado esperado. Esto es:

A partir de la situacion descrita en el enunciado, se tiene que:
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Cuando la altura es 0 km, la temperatura es 20°C.

Cuando la altura es 1 km, la temperatura es 10°C.

b

- Punto
@ A=(2.8,-8)

Como se observa en la imagen, luego de realizar el dibujo, se puede notar que al
posicionarse sobre el 2,8 del eje horizontal y se realiza una proyeccion de este en el eje
vertical, se obtiene el -8. Lo que permite determinar entonces que la temperatura a una

altura de 2,8 kilbmetros, es -8°C.
Modo Analitico — aritmético

Es posible situarse en este modo, si el estudiante obtiene la ecuacion de la recta

mediante dos pares ordenados y la ecuacién de la pendiente. Esto es:

A partir de los datos que entrega el enunciado, se pueden obtener los siguientes pares
ordenados: P1(0,20) y P2 (1,10). Con esto se logra determinar la pendiente, la cual mas
adelante permitira encontrar la ecuacion de la recta que representa la situacién
mencionada en el enunciado. Para finalizar, se utiliza la ecuacion encontrada con el

objetivo de responder al ejercicio propuesto.
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Sean, x: Altura en kildbmetros

y: Temperatura en °C

Como se dijo anteriormente, se calcula la pendiente con su respectiva ecuacion:

m= Y27 N Siendo:
X2 — X

y2 =10

m:10—20 y:, = 20

1_0 x2:1

x; =0

-2 10 :

m = =

Con lo realizado se encuentra que la pendiente de la recta a hallar es -10.

Ahora, reemplazando la pendiente encontrada en la ecuacion de punto-pendiente, se tiene

que:
y—y1=mx —x)
y—20=-10(x —0)

y—20 =—10x + 0/+20

y=-10x+20  —) Ecuacion principal

10x+y+20=0 mo—) Ecuacion general

Luego, se utiliza la ecuacién principal para obtener el resultado. Por lo que se

reemplaza el dato de la altura que otorga el enunciado, es decir, para x = 2,8 se tiene que:
y =—10(2,8) + 20

y =—28+20

y=-—8

Por lo tanto, se puede afirmar que a una altura de 2,8 km la temperatura es de - 8°C.

Modo Analitico — estructural

El estudiante se sitla en este modo de pensar cuando utiliza propiedades para dar
un argumento y una respuesta final. Como ya se plantea en el enunciado, la relacion

entre las variables es lineal, por lo que es sabido que los puntos que se planteen deben
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ser colineales; por lo que si tenemos los puntos A (0;20), B (1;10) y C (2,8; t) se

cumple que myp = mpg. Esto es:

Sea t la temperatura (en °C) que se desea encontrar. Luego se tienen los puntos A
(0;20), B (1;10) y C (2,8; t) con los cuales se cumple m,z = mg.. Por lo tanto, esta

igualdad se debe utilizar para encontrar la temperatura pedida.

Lo primero que se hara es hallar la pendiente del punto AB, es decir:

S 10 —20 Siendo:
Y2 =
mAB = ﬁ yl = 20
1 xZ == 1
Myp = —10 X1 = 0

Luego, se calcula la pendiente del punto BC, con su respectiva formula:

t—10 Siendo:
Mec =581
Yy, =t
mBC — ﬂ yl == 10
18 x, =28
x1 =1

Ahora bien, como se menciona en el enunciado que las variables se relacionan

linealmente, se cumple que myp = Mmp,.
Reemplazando ambas pendientes encontradas anteriormente se obtiene lo siguiente:

Mmyp = Mpc
t—10
1,8
-10-1,8=t—-10
—-18=t—-10/+10
-18+10 =t
-8=t

~10 =

/1,8

Luego, la temperatura pedida es -8°C.
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Por lo tanto, a una altura de 2,8km, la temperatura es de -8°C.

Pregunta 2

José debe mandar a reparar su lavadora, para esto cotiza en dos empresas

diferentes de las cuales pudo obtener la siguiente informacion:

La primera empresa cobra una cantidad fija de 2.400 pesos més 800 pesos por cada
hora trabajada.

La segunda empresa no cobra una cantidad fija pero si cobra 1.400 pesos por hora

trabajada.
José recurre a ti para que le puedas ayudar a resolver las siguientes dudas:

a. ¢Cuando es mas econdmico escoger la segunda empresa?

b. Si para el problema que tiene la lavadora de José, en ambas empresas el tiempo
minimo de demora son cuatros horas. Ademas, recibe un descuento del 10%o del
valor asociado al tiempo utilizado en la reparacion (por hora) en cualquiera de
las dos empresas, si es que decide repararla. (Qué empresa le convendria

escoger?

¢Podrias ayudarle a José a resolver su problema? Haz un bosquejo y detalla

como le explicarias.

El objetivo de estas preguntas es establecer si los estudiantes logran identificar las
ecuaciones de la recta que representan la situacion expresada en el enunciado para luego
obtener el resultado esperado. Las posibles respuestas en los diferentes modos se
presentan a continuacion:

Sean
x: horas trabajadas.
y:costo en pesos.
E;: empresa 1.

E,: empresa 2
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a.
Modo Analitico — aritmético

Los encuestados se posicionan en este modo cuando expresan una ecuacion de la
recta que represente lo que se expone en el enunciado mediante el cambio de
lenguaje natural al lenguaje matematico, junto a esto hacer uso de sistema de

ecuaciones. Esto es:

E; = 800x + 2.400
EZ = 1.400X

Luego de esto, se realiza un sistema de ecuaciones que permita saber en qué punto se
intersectan las rectas. Para aquello, se puede ocupar el método de igualacion, el cual les
ayudard a saber cuéanto valen la abscisa y ordenada del par ordenado que se quiere

encontrar.

i)y =800x + 2.400
ii) y = 1.400x

Ahora, se iguala la ecuacion i) con las ii)

800x + 2.400 = 1.400x/—800x
2.400 = 1.400x — 800x

1
2.400 = 600X/ w

2.400
600  ~

4 =x

Ahora bien, se sabe que ambas rectas se intersectan cuando en el par ordenado la
abscisa vale 4, por lo que para saber cual es el valor de la ordenada se tiene que reemplazar
ese X = 4 en cualquiera de las dos ecuaciones del sistema. En este caso se realizara en la

i), obteniendo asi:

y = 1.400 - (4)
y = 5.600
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Por lo tanto, las rectas se intersectan en el punto (4,5.600). Con lo hecho anteriormente,
se puede concluir que cuando pasen 4 horas de trabajo, en ambas empresas el costo total
serian 5.600 pesos. Ahora, como resulta que es una relacion lineal entre ambas variables,
el estudiante deberia preguntarse ¢qué sucede con el costo antes y después de las cuatro

horas?

Para responder esa pregunta, el estudiante puede reemplazar unos cuantos valores en
las ecuaciones que definio. Se iran anotando los resultados en una tabla a modo de dejar

plasmado en orden lo que se obtenga.

Empresa 1 Empresa 2

Tiempo | Costo Tiempo | Costo
(hora) | (pesos) (hora) | (pesos)
1 3.200 1 1.400

2 4.000 2 2.800

3 4.800 3 4.200

4 5.600 4 5.600

5 6.400 5 7.000

6 7.200 6 8.400

7 8.000 7 9.800

8 8.800 8 11.200

Luego, el estudiante se puede dar cuenta de que es mas econdmico escoger la segunda

empresa cuando el tiempo de reparacion son menos de cuatro horas.
Modo Sintético — geométrico

Para ubicarse en este modo, el estudiante puede dibujar dos rectas que
representen la situacion de cada empresa con los datos que se plantean en el

enunciado.
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Dibujo

E2 El

En la representacion anterior se grafican los datos entregados por ambas empresas,
siendo la recta azul la que corresponde al costo generado por la empresa n°1 y la recta

roja al costo de la empresa n°2.

Luego, se puede notar que al dibujar se tienen dos rectas; una que inicia desde el origen
(cero) y otra inicia un poco mas arriba. Ademas, se observa que ambas rectas crecen de
forma ascendente por lo que se pueden comparar ambas pendientes y concluir que la
empresa dos conviene escogerla al inicio del tramo, es decir, antes de la interseccién de

ambas rectas.
Modo Analitico — estructural

En este caso, al posicionarse en este modo, es posible identificar por parte de los
estudiantes una comparacion entre las pendientes asociado al incremento del costo
por hora y el intercepto con el eje Y asociado al costo inicial impuesto por cada

empresa al momento de solicitar el servicio. Esto es:

Se tiene que la pendiente de la recta que representa la situacion de la empresa 1 es
menor que la de la empresa 2 (800 pendiente de la empresa 1 v/s 1.400 pendiente de la
empresa 2).
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Luego, de este andlisis el estudiante puede discriminar cuél seria la respuesta correcta.
Ya que, por no empezar en el origen, la recta que simboliza la situacién de la empresa 1
muestra que su servicio en el primer tramo tiene un costo mayor que el de la empresa 2,
puesto que en esta (empresa 2) no existe un monto inicial fijo, por lo tanto, le conviene

escoger la empresa 2.
b.
Modo Analitico — aritmético

Al igual que en la pregunta anterior (a.), los encuestados pueden plasmar una
ecuacion de la recta que represente lo que se expone en el enunciado mediante el
cambio de lenguaje natural al lenguaje matemético, todo esto con el 10% de

descuento realizado. Es decir:

Lo primero que se haré es determinar el nuevo valor del costo asociado al tiempo que

demora cada empresa en la reparacion considerando que existe un descuento del 10%

Empresa 1
Pesos %
800 100
X 90

Utilizando el teorema fundamental de las proporciones
800-90 =x-100
Obteniendo

80090
100
720 = x

Por lo que la nueva ecuacion que representa la situacion de la empresa 1 con el

descuento realizado seria: y = 720x + 2.400
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Por otra parte, utilizando el mismo procedimiento para la empresa 2 se tiene:

Pesos %
1.400 | 100
X 90
Luego,

1.400-90 = x - 100

1.400-90 _
100
1.260 = x

Por lo que la nueva ecuacion que representa la situacién de la empresa 2 con el

descuento realizado seria: y = 1.260x

Ahora bien, se debe analizar queé sucede desde las cuatro horas en adelante, puesto que
el enunciado ya establece que la demora en la reparacion sera de minimo este tiempo.
Para responder esa pregunta, el estudiante puede reemplazar unos cuantos valores en las
nuevas ecuaciones que se originaron con el descuento realizado. Se irdn anotando los

resultados en una tabla a modo de dejar plasmado en orden lo que se obtenga.

Empresa 1 Empresa 2

Tiempo | Costo Tiempo | Costo
(hora) | (pesos) (hora) | (pesos)

4 5.280 4 5.040

5 6.000 5 6.300

6 6.720 6 7.560

7 7.440 7 8.820

8 8.160 8 10.080

Luego, se puede dar cuenta de que, si el tiempo de reparacion es de cuatro horas, le
convendria a José escoger la empresa 2, sin embargo, luego de este tiempo es mas

econdémico escoger la primera empresa.

65



Modo Sintético — geométrico

Para responder esta pregunta ubicandose en este modo, el estudiante puede
dibujar dos rectas que representen la situacion de cada empresa con los nuevos datos

que se definen en base a la pregunta b.
Dibujo

En el siguiente dibujo se muestran dos rectas realizadas en base a los nuevos datos
obtenidos por la informacién entregada en el enunciado, siendo la recta roja que

corresponde al costo con el descuento de la empresa n°2 y la recta azul al costo con el

descuento de la empresa n°1.

En este caso, las rectas dibujadas tienen pendientes diferentes que las representadas en
la parte a, dado que ambas disminuyen en un 10% por asi decirlo, debido al descuento en

el costo por hora, lo que hace que el costo final en cada situaciéon disminuya.

En base a lo realizado anteriormente, se puede concluir que, dentro de las 4 primeras
horas de reparacion, a José le conviene escoger la Empresa 2, debido a que los costos de

la reparacion estan por debajo de los costos de la Empresa 1, esto se puede constatar en
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la gréafica. Sin embargo, le conviene escoger la empresa 1 cuando las horas de trabajo son
mayores o igual a 5.

Modo Analitico — estructural

Al igual que en el caso anterior (pregunta a), al posicionarse en este modo de
pensar, es posible que los estudiantes logren realizar una comparacion entre las

pendientes y los inicios de las rectas que representan.

Se tiene que la pendiente de la recta que representa la situacion de la empresa 1 es
menor que la de la empresa 2 (720 pendiente de la empresa 1 v/s 1.260 pendiente de la

empresa 2).

Por lo tanto y por no empezar en el origen, la recta que representa al costo de la
empresa uno con su respectivo descuento, muestra que su servicio en el primer tramo
posee un costo mas grande al de la empresa dos en el mismo momento. Luego de que
ambas rectas se intersectan la situacion cambia, debido a cdmo va aumentando la
pendiente de la recta que representa el costo del servicio de la empresa 2, luego de pasadas

las 4 horas de reparacion, a José le conviene escoger la empresa 1.

Pregunta 3

a. Observe la siguiente imagen. ¢Se podria decir que en la mesa de pool hay

tres bolas colineales? Argumente su respuesta.
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El objetivo de esta pregunta es que los estudiantes recuerden el concepto de
colinealidad y que puedan transitar entre los modos SG y AE para poder responder. Igual
que en las preguntas anteriores se presentan las diferentes posibles repuestas que pueden

dar los encuestados.
Modo Analitico — estructural

Si se responde la pregunta transitando a este modo de pensamiento, el estudiante
debe ser capaz de utilizar propiedades de la recta dentro de su argumento.

En este caso, el estudiante podria ubicar (o estimar) el centro de cada bola y trazar un
segmento de recta que pase por tres de estos centros, asi se hallardn 3 bolas colineales.
Y/o justificar ademas su respuesta en base a la pendiente que se genera entre dos bolas,
la cual debiese ser igual a la que se generara con una tercera (propiedad), lo que permitiria

asegurar que las 3 bolas son colineales.
Modo Sintético — geométrico

Para situarse en este modo, el estudiante puede observar la imagen y solo estimar

si existen tres bolas colineales.

El estudiante podria solo mirar detenidamente la imagen y responder en base a lo que
observa o bien, puede posicionar una regla (o cualquier objeto — recto — parecido) sobre
la imagen de la mesa de pool y observar si los centros de tres bolas pertenecen a esa recta

imaginaria, trazada por la regla o el objeto escogido.
Modo Analitico — aritmético

Quiza este modo no sea uno de los mas transitados en esta pregunta, pero de igual

manera se puede contestar a través de él.

En este caso, el estudiante podria dibujar un plano cartesiano sobre la mesa de pool,
tal que la posicion de cada bola esté representada por pares ordenados, para luego
determinar la ecuacion de recta donde existan al menos tres pares ordenados que cumplan

con ella.
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b. Observe la siguiente imagen y ubique una(s) bola(s) en el lado izquierdo
que sea(n) colineal(es) a otras dos del lado derecho. Explique con detalles

como logra estar seguro de la posicion de las bolas.

Para esta pregunta, el objetivo definido es similar al anterior, puesto que se espera que
los estudiantes logren recordar la definicion de colinealidad y que asi transiten entre los
modos SG y AE. Se presentan a continuacion, posibles respuestas por parte de los

estudiantes.
Modo Sintético — geométrico

Al responder desde este modo, el estudiante podria realizar un procedimiento parecido
al anterior, es decir, ubicar una regla o un objeto recto que simulara una recta que pase
por dos bolas del lado derecho y observar si se puede posicionar (o dibujar) una bola al

costado izquierdo de la imagen.

Otra forma de responder es que el estudiante podria unir algunas bolas a mano alzada
y analizar si existe la posibilidad de que se pueda dibujar una bola en el lado izquierdo

que sea colineal a dos 0 mas del lado derecho.
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Modo Analitico — estructural

Parecido al ejercicio anterior (parte a), para responder transitando a este modo, el
estudiante deberia utilizar propiedades de la recta y al igual que antes es necesario

recordar la definicion de colinealidad.

En este caso, la misma cuadricula dibujada en la mesa de pool le permite reconocer la
direccion de la recta a través de la pendiente entre dos bolas y asi mismo la posibilidad

de determinar la posicion de una tercera en el sector izquierdo de la mesa.

Por ejemplo, si se observa las bolas azul y verde se puede mencionar que ambas
pertenecen a una recta con pendiente 1 puesto que, si desde la bola azul se cuentan 4
cuadrados a la izquierda y 4 hacia abajo, se llega a la posicién de la bola verde. Por lo
cual, para encontrar una bola colineal a éstas en el sector izquierdo de la mesa, el
estudiante deberia mantener la pendiente, y contar en el sentido adecuado ya sea 4
izquierda- 4 abajo 0 6 izquierda - 6 abajo tal que le permita posicionar una bola en la zona
indicada. Es asi como se emplea la propiedad de igual pendiente y un punto en comun.

Modo Analitico — aritmético

Con respecto a transitar a este modo para responder la pregunta, el estudiante puede
utilizar la misma cuadricula puesta sobre la mesa de pool, solo bastaria con agregar los
ejes cartesianos de tal forma que le facilite transformar la posicion de cada bola en un par
ordenado. Puede escoger un par de pares ordenados tal que la recta pase por la zona
izquierda de la mesa de pool, y luego determinar la ecuacion de la recta e indicar el valor
de la primera coordenada del par que desea ubicar al lado izquierdo de la mesa de pool,
luego reemplazarlo en la ecuacion para asi determinar la ubicacién de la bola solicitada

en el enunciado.

Pregunta 4

Seis amigos juegan a las escondidas en una plaza. Pablo es el que esta contando
para luego pillar a sus amigos. El problema para Carlos es que cuando se quiso

esconder atras de una banca, Fernando ya estaba ahi.
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Ayudale a Carlos a encontrar la direccién en la que debe ir para salir de la visual
de Pablo y asi estar seguro. Describa el o los movimientos que debe hacer Carlos

rapidamente en los 3 segundos que le quedan a su amigo por contar.

El objetivo de esta pregunta esta definido en base a la capacidad de los encuestados de

recordar la definicion de colinealidad y relacionarla a un contexto cercano.
Modo Sintético — geométrico

En este caso, se espera que el estudiante observe la imagen y trace sobre ella el
segmento de recta que le permite a Carlos quedar detras del arbol (tomando como
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referencia la posicién de Pablo) y asi quedar fuera de la visual de Pablo. Es asi como
quedarian alineado Pablo, el arbol y Carlos.

Modo Analitico — estructural

Por otra parte, al responder transitando a este modo, el estudiante deberd lograr
concluir que el “salir de la visual de Pablo” significa que Carlos debe estar “colineado”
con los objetos en la plaza, es decir, debe pertenecer a la misma recta que dos o mas
elementos presentes, ya que asi estara bien escondido y protegido por esos elementos.

Por ejemplo, si Carlos se esconde detrds del arbol (tomando como referencia la
posicion de Pablo), quedara posicionado en la misma recta a la que pertenecen Pablo y el
arbol, por lo que ese lugar podria ser un buen escondite para él.

Modo Analitico — aritmético

En este caso, el estudiante podria indicar los pares ordenados en el que esta Pablo y el
arbol mas cercano a Carlos y determinar mediante ecuaciones y formulas, el punto en el
plano en el que deberia esconderse Carlos, asegurandose que estos tres puntos sean

colineales.

Pregunta 5

Estime la imagen de x = —6 para la funcién que se muestra en el gréafico

siguiente. Explique con detalles como lo resolvio.
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&0 4

50 4

30 4

204

-20 4

LR

504

Modo Sintético — geométrico

Al responder desde este modo, el estudiante podria observar el grafico y determinar

un valor aproximado de la imagen de x=-6 para la recta trazada.
En otro caso, el estudiante podria realizar lo siguiente

1) Primero, ubicaré el x = -6 en el eje de las abscisas, es decir:
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50 -

30 -

10 4

‘3'.0

-20 4

-30 4

2) Proyectar el punto en la recta y luego sobre el eje vertical (eje Y)
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50 4

30 4

-30 4

Una vez realizado lo anterior, se estima la imagen de x = -6. Se puede observar que el
valor esta en el tramo entre 20 y 30; de hecho, es posible afirmar que la imagen pedida es
un valor del intervalo ]25,30[. Por ejemplo, podria decir que el valor es 28 y estara en lo

correcto como cualquier otro valor que esté dentro del intervalo.
Modo Analitico — aritmético

Se transita a este modo si el estudiante reconoce la necesidad de conocer la ecuacién
de la recta graficada. Para esto se tomaran dos puntos que, si bien no son exactos,

ayudaran a hallar una respuesta aproximada al problema.

Los puntos estan escogidos debido a lo que se puede observar en el gréafico. Estos son:
P1(0,-11) y P2 (-3,8).

Luego, si se reemplazan los datos de los pares ordenados definidos anteriormente en la

ecuacion de la pendiente se tiene que:
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Siendo:
Y2—WV1
m =
xZ_xl x2:_3
8+ 11 x =0
~ 19 V1=
m=-s3

Ahora, utilizando la pendiente encontrada se reemplaza en la ecuacién de punto-
pendiente de la recta, es decir:

y—y1=m(x —xq)

19
y+11=-—(x—0)

19
y+11 =—3X

19 11
y= 3x

Una vez realizado esto, se reemplaza el x = -6 en la ecuacién encontrada
19

y=——-(-6)—-11
3

y=-19--2-11

y=38-11
y =27

Por lo tanto, la imagen de x = -6 es aproximadamente 27 8

Modo Analitico-estructural

Para responder esta pregunta transitando al modo AE, se esperaria que el estudiante
pudiese observar la imagen y decir que es una recta y ésta es continua, por lo que la

imagen de x= -6 existe.

Ahora requiere de dos puntos que pertenezcan a la recta de tal forma de utilizar el

concepto de colinealidad,

8 La respuesta correcta esy = 27,6196
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Supongamos que los puntos A(0, -11) y B(-3,8) los considerado pertenecientes a la recta
trazada y faltaria determinar la segunda coordenada del par (-6,y)

Lo primero que se hara es hallar la pendiente del punto AB, es decir:

8—"11
Myp = 3_0
19
Myp = 3
19
Mmyp = 3

Siendo:
y, =—11
yi= 8
xZ = 0
xl = _3

Luego, se calcula la pendiente del punto BC, con su respectiva formula:

Siendo:
y, =-11
YVi=Yy
xz = O
x1 _--

y—"11
Mpc = 6—0
y+11
Mpc = 6
_—(y+11)
BC = 3

Ahora bien, como se sabe que estos tres puntos pertenecen a la misma recta , entonces

se cumple que myp = mp.

Reemplazando las pendientes obtenidas, se obtiene lo siguiente:

Mmyp = Mpc

-19 —-(y+11)
3 6

2:-19=y+11

38=y+11/+711

38+711 =y

27 =y

Luego, laimagen de x = -6 es 27

/=6




CAPITULO 4: ANALISIS DE RESULTADOS
Andlisis a posteriori del cuestionario

Como se dijo anteriormente, se aplico un cuestionario a nueve estudiantes voluntarios
que aprobaron los cursos de la linea de Geometria. A los encuestados los llamaremos
como E1, E2, E3, ..., E9.

Pregunta 1

Si la temperatura a nivel del mar es de 20°C y la temperatura a una altitud de 1
km es de 10°C, exprese la temperatura en términos de la altitud. Suponga que la
relacion es lineal ¢(Cuél es la temperatura a 2,8 km? Resuelva de dos formas

diferentes.
Resultados

Como esta pregunta requeria que los encuestados la respondiesen de dos formas

diferentes, los resultados que se obtuvieron son los siguientes:
Forma 1

Para realizar la primera forma, 8 de 9 estudiantes se posicionaron en el modo analitico-
aritmético y realizaron el mismo procedimiento. Dicho procedimiento se traduce en:
definir las variables implicadas en el ejercicio, luego determinar los pares ordenados que
se podian desprender del enunciado del problema y finalizar con la utilizacién de la
ecuacion de punto-pendiente para determinar la ecuacion de la recta que representa

situacion dada.

En la figura 11 que se muestra a continuacion, se puede observar la realizacion del
procedimiento detallado anteriormente, recordando que es el mismo que hicieron 8

encuestados.
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Figura N°10. Muestra cdmo el estudiante E4 se sitla en el modo AA para responder la

pregunta.

El estudiante E7 fue el Gnico que al posicionarse en el modo AA para la primera forma,
no realizd el mismo procedimiento. Mas bien podemos decir que se posiciona en este
modo porque da cuenta de la intencidn de usar pares ordenados para responder, pero el

trabajo realizado no es el adecuado, lo que termina en una respuesta incorrecta.
Forma 2

Para generar una respuesta de una segunda forma, 4 estudiantes se sitan en el modo
AA'y 3 de ellos en el modo SG.

Por una parte, tenemos a los estudiantes E3 y E5 que, ubicados en el modo analitico-
aritmético, utilizaron la proporcionalidad para responder. Estos mencionan que, por cada
1 km de altura, bajan 10°C de temperatura, lo que les permite utilizar “regla de tres” para
obtener asi que para los 2,8km bajan 28°C. Luego se le restan esos 28°C a los 20°C para

finalmente responder que la temperatura a los 2,8km es de -8°C.

En la siguiente figura N°12, se muestra la respuesta del E3 a modo de ejemplo del

procedimiento mencionado anteriormente.
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Figura N°11. Muestra como el estudiante E3 se sitla en el modo AA para responder la

pregunta.

Por otra parte, se encuentran los estudiantes E6 y E9 que, al igual que en el caso
anterior, se posicionan en el modo analitico-aritmético, sin embargo, no realizan el mismo
desarrollo ya que se ve involucrado un conocimiento diferente. En este caso, y como
vemos en la figura 13, los encuestados responden mediante el trabajo de un sistema de
ecuaciones, donde reemplazan los datos que se entregan en el enunciado para obtener la
ecuacion de la recta que modela la situacion, luego reemplazan el valor de la altura dada

(2,8km) para hallar la temperatura (en °C) que se tiene a esa altura.

A continuacién, se muestra como ejemplo el procedimiento del E9, el cual es el mismo

que realiza el E6.
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Figura N°12. Muestra cdmo el estudiante E9 se sitla en el modo AA para responder la

pregunta.

Para realizar una segunda forma de responder, el estudiante 4 transita al modo SG
gracias al articulador “plano cartesiano, ya que utiliza el gréafico para llegar a una
respuesta. Con el fin de realizar el gréfico, utiliza los pares ordenados que pudo obtener
del enunciado, como lo vemos en su primera respuesta en la cual se posiciona en el modo
AA para realizarla (Ver figura N°10). Ademas, el estudiante realiza un analisis
transitando al modo AE pues sabe que por dos puntos pasa una recta, reconociendo asi la
idea de colinealidad. (Ver figura N°14)
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Figura N°13. Muestra cdmo el estudiante E4 transita al modo SG para responder la

pregunta.

El encuestado E1 solo da cuenta de una forma para resolver el ejercicio y el estudiante
E7 intenta responder situado en el modo AA, pero no logra generar una respuesta.

Pregunta 2

José debe mandar a reparar su lavadora, para esto cotiza en dos empresas

diferentes de las cuales pudo obtener la siguiente informacion:

La primera empresa cobra una cantidad fija de 2.400 pesos mas 800 pesos por

cada hora trabajada.

La segunda empresa no cobra una cantidad fija pero si cobra 1.400 pesos por

hora trabajada.

José recurre a ti para que le puedas ayudar a resolver las siguientes dudas:
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a. ¢Cuando es mas econdmico escoger la segunda empresa?

b. Si para el problema que tiene la lavadora de José, en ambas empresas el tiempo
minimo de demora son cuatros horas. Ademas, recibe un descuento del 10%o del
valor asociado al tiempo utilizado en la reparacion (por hora) en cualquiera de
las dos empresas, si es que decide repararla. (Qué empresa le convendria

escoger?

¢Podrias ayudarle a José a resolver su problema? Haz un bosquejo y detalla

como le explicarias.

Resultados

Para esta pregunta, 6 estudiantes se situaron en el modo AA y dos de ellos en el modo
SG. Aunque el estudiante E8 se posicioné igual en el modo AA, la respuesta a la que

Ileg6 finalmente no es correcta. A continuacion, se presentan ejemplos de las respuestas.

En la actividad, el estudiante 2 se sitla en el modo SG (ver figura N°15) puesto que
realiza un bosquejo donde se presentan ambas rectas que representan el costo del servicio
de cada empresa segun el tiempo. Luego, sefiala el intervalo de tiempo en que cada
empresa es mas conveniente al decir “por la pendiente, primero es mas econémico ir a
la ll. Para luego de los 4 es “mejor” ir ala I”. Todo esto lo hace gracias a la informacion
que pudo extraer del grafico a partir de la preimagen del punto donde se intersectan las
rectas.
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Figura N°14. Muestra como el estudiante E2 se sitla en el modo SG para responder la

pregunta.

Podemos observar en la figura N°16 que, en un comienzo, el estudiante E3 se sitla en
el modo AA, puesto que primero presenta las ecuaciones de las rectas que representan los
costos del servicio impartido por cada empresa, luego resuelve un sistema de ecuaciones
mediante procedimiento algebraico -método de igualacion- para determinar el tiempo (en
horas) y luego el costo donde ambas ecuaciones coinciden. Una vez hecho esto, el
estudiante transita al modo SG ya que utiliza la informacién obtenida para generar un
grafico, el cual le permite reconocer cual empresa es mas econémica de acuerdo con el
tiempo transcurrido, es asi como sefiala que “Es mds economico escoger la segunda

empresa cuando las horas de trabajo sean menos de 4.

Por otro lado, el estudiante destaca que “(...) se podrian reemplazar las horas para ir
viendo qué es mds economico (...)”, 10 que es considerado como otra forma de responder
el problema manteniéndose en el modo analitico-aritmético ya que, sugiere reemplazar

en las ecuaciones algunos valores (horas) y comparar resultados.
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Figura N°15. Muestra como el estudiante E3 transita entre los modos AA y SG para

responder la pregunta.

Como se muestra en la figura N°17, el estudiante E5 responde el ejercicio
posiciondndose en el modo AA, ya que establece las ecuaciones que representan la
situacion de ambas empresas y luego va reemplazando nimeros de horas en la variable x
(horas) plasmandolos en una especie de “tabla de valores”, lo que le permite comparar
los resultados para hallar qué empresa es mas conveniente. Luego de realizar este

procedimiento hasta el nimero 4, el estudiante concluye que “es mds econémico escoger

la segunda empresa cuando sean 3 horas o menos las trabajadas”.
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Figura N°16. Muestra como el estudiante E5 se sitta en el modo AA para responder la

pregunta.

b.

Para esta pregunta, la mayoria de los estudiantes (8) se posicionan en el modo AA, sin
embargo, dos de ellos (E6 y E8) no logran responder de forma correcta.

El estudiante E3 inicialmente se posiciona en el modo AA, puesto que determina las
ecuaciones de las rectas que representan los costos de la reparacién en ambas empresas,
luego resuelve un sistema de ecuaciones (mediante el método de igualacién) para hallar
en qué numero de horas el valor del servicio es el mismo en ambas empresas. Una vez
realizado esto, el estudiante transita al modo sintético-geométrico cuando hace uso de la
informacion obtenida para construir un grafico (como se muestra en la figura 18), el cual
le permite concluir cual empresa es mas conveniente de acuerdo con el tiempo
transcurrido en la reparacion, es asi como el estudiante sefiala que: “La El es mds
conveniente si se demoran mas de 4, 4h y la E2 es mas conveniente si se demora menos
de 4,4h”. Ademas, en el enunciado se afirma que en ambas empresas como minimo se
demoraran 4 horas en la reparacién, por lo que el estudiante analiza nuevamente la
informacion extraida del grafico (SG) para concluir que: “como minimo se demoraran
4hr yo le recomendaria la E1 pues es probable que se demore méas de 4, 4h y si se demora
mas de 4 y menos de 4,4h no es tanta plata de diferencia a la que se ahorraria si se
demoran 5h.”
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Figura N°17. Muestra como el estudiante E3 transita entre los modos AA y SG para
responder la pregunta.

Se observa en la siguiente figura que el estudiante E6 muestra claras evidencias que
maneja el objeto matematico posicionandose en el modo analitico-aritmético, pero no
logra llegar a una respuesta correcta, puesto que para determinar qué empresa le conviene
escoger a José con el descuento del 10%, reemplaza el nimero 4 en las horas de trabajo
en las ecuaciones que representan los costos de ambas empresas, lo que le da el mismo
valor que en el ejercicio anterior, ya que las expresiones que determind no presentaban el
descuento por hora. Lo anterior, lo llevo a concluir que “En este caso, no importa cual

empresa escoja, ambas le convienen”

b) Como el tiempo de demora minimo es de cuatro horas, entonces ambas expresiones
quedan de la siguiente forma

Empresa 1: Y =2400+800+4=Y =>5600
Empresa2: Y =1400=4=Y = 5.600

El descuento se realizar por horas y ambas trabajan la misma cantidad de horas, asi que el
descuento sera el mismo.

En este caso, no importa cual empresa escoja, ambas le convienen.

Figura N°18. Muestra como el estudiante E6 se sitla en el modo AA para responder la
pregunta.

Por otro lado, el estudiante E8 responde la pregunta ubicandose en el modo AA pues
presenta las ecuaciones que muestran el costo del trabajo de cada empresa y luego hace
uso de un sistema de ecuaciones (el cual resuelve con el método de igualacion) para

determinar en qué numero de horas el costo del servicio de ambas empresas coinciden.
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Su procedimiento completo esté correcto, pero al concluir no lo hace de forma acertada
ya que, afirma que “la 2° empresa conviene cuando pasan 4,4 si le dan un 10% de

descuento”. (Ver figura N°20)

Figura N°19. Muestra como el estudiante E8 se sitla en el modo AA para responder la
pregunta.

Pregunta 3

a. Observe la siguiente imagen. ¢ Se podria decir que en la mesa de pool hay

tres bolas colineales? Argumente su respuesta.
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Resultados

Los estudiantes E3, E4, E5, E6, E7 y E8 abordan este ejercicio principalmente
transitando al modo analitico-estructural. Esto se debe a que, al generar una respuesta,

hacen alusién a la definicién de colinealidad.

Los E4, E6 y E7 realizan una respuesta transitando hacia el modo AE, a continuacion,
se muestra la respuesta de uno de ellos como ejemplo debido a que los tres presentan

planteamientos similares.

En este problema, podemos notar que el estudiante E6 (figura N°21), posicionado
inicialmente por el enunciado en el modo SG, hace el intento por transitar al modo
analitico-estructural, y afirmamos que es solo un intento puesto que no justifica su
respuesta con propiedades sobre la recta. Sin embargo, hace énfasis en el que 3 puntos
deben pertenecen a una misma recta para ser colineales, luego lo plantea desde el contexto
del problema al mencionar que tres bolas de pool son colineales si “sus centros
Pertenecen a una misma recta”. Y siguiendo la definicion anterior, menciona que traza

segmentos sobre tres bolas las cuales sus centros pertenezcan al segmento.

Primero, considero la colinealidad de 3 puntos si estos pertenecen a una misma recta, en
el caso de las bolas de pool, considero 3 bolas colineales si sus centros pertenecen a una
misma recta. Entonces, como se esta haciendo una proyeccion de las bolas 3D en un
dibujo 2D, intento trazar segmentos sobre 3 bolas, donde los centros de estas
pertenezcan al segmento.

Dicho esto, encontré las siguientes ternas:

Figura N°20. Muestra como el estudiante E6 transita al modo AE para responder la

pregunta.
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Por su parte, los estudiantes E3, E5 y E8 se posicionan fundamentalmente en el modo
SG, pero aun asi transitan al modo AE para complementar el andlisis que les permitird
confeccionar la respuesta. Como se muestra en la siguiente figura N°22 que representa la

respuesta del estudiante 8 a modo de ejemplo.

Figura N°21. Muestra como el estudiante E8 transita entre los modos SG y AE para

responder la pregunta.

Se observa entonces, que el estudiante 8 tiene la intencidn de dibujar rectas (SG) en la
mesa de pool para determinar si alguna bola pasa por alguna de ellas, ya que a simple
vista no se puede decir si son colineales o no. Por otro lado, recomienda “utilizar el palo
de billar para ver si las pelotas coinciden con ello”, 1o que también lo posiciona en el
modo SG, ademas se muestra un pequefio transito al modo AE, puesto que evidencia un
manejo de la definicidn de colinealidad al decir que las pelotas deben coincidir en el palo

de billar al hacer uso de él.

Los E1, E2 y E9 responden situdndose en un modo Unicamente sintético-geométrico y
es que solo utilizan la imagen dada para dar una respuesta al problema. Como en la
siguiente figura, en la cual el estudiante 1 basa su respuesta solo en lo que ve y es que

comenta que “las bolas 1,7 y 5 son colineales al ver la imagen”.
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Figura N°22. Muestra como el estudiante E1 se posiciona en el modo SG para
responder la pregunta.

b. Observe la siguiente imagen y ubique una(s) bola(s) en el lado izquierdo

que sea(n) colineal(es) a otras dos del lado derecho. Explique con detalles

cémo logra estar seguro de la posicion de las bolas.

Resultados

Los estudiantes E1, E2, E4 y E5 se posicionan en un comienzo en el modo analitico-
estructural para responder la pregunta.

Por ejemplo, el encuestado E5 (figura 24) menciona que, para ubicar una bola en el
lado izquierdo que sea colineal a otras dos, se debe “mover la bola roja 6 posiciones a la
izquierda, luego se traza una recta para verificar que cumpla con ser colineal con la bola
verde y azul”. En el analisis que plantea el estudiante, se sitta inicialmente en el modo
sintético-geométrico, ya que al construir la respuesta primero observa la imagen y

describe el movimiento que se debe hacer con respecto a la bola roja para que quede en
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el lado izquierdo y sea colineal a otras dos. Luego, menciona el trazar una recta para que
se cumpla la colinealidad, dando a entender que conoce aquel concepto, lo que se traduce

en el transito al modo analitico-estructural.

Figura N°23. Muestra como el estudiante E5 transita entre los modos SG y AE para

responder la pregunta.

Los estudiantes E6, E7 y E9 generan sus respuestas ubicandose en un modo SG. Y por
su lado, el estudiante E3 es el unico que intenta hacerlo posicionandose en el modo

analitico-aritmético.

En la siguiente figura, se muestra la respuesta del E6, el cual se posiciona en el modo
sintético-geométrico para responder a la pregunta (procedimiento similar a los estudiantes
E7 y E9). En este caso, el encuestado solo dibuja las rectas que pasan por dos bolas del
lado derecho y las proyecta de tal manera que logra encontrar otra bola en el lado

izquierdo que sea colineal a las dos anteriores, repitiendo este procedimiento cuatro veces.

Figura N°24. Muestra como el estudiante E6 se sitla en el modo SG para responder la

pregunta.
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Por otro lado, y a pesar de que no se comprendieron bien las instrucciones del ejercicio,
el estudiante 3 intentd desarrollar su respuesta ubicandose en un modo AA, ya que
recomienda hacer uso de ecuaciones de la recta para poder obtener la altura exacta en la
que debiese estar cada bola para que fuesen colineales (AE). Plantea una aproximacion
de las ecuaciones que logra determinar gracias a un plano que plasma sobre la cuadricula
de la mesa de pool, identificando asi pares ordenados en los cuales deberian posicionarse
las bolas para que sean colineales a otras dos. Es asi como para un caso logra plantear el
par ordenado (1,15;8) y para el otro el par (2,5;7). En la siguiente figura se muestra el

desarrollo completo que realizd.
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Figura N°25. Muestra como el estudiante E3 se posiciona en el modo AA para
responder la pregunta.

El E8 no logra construir una respuesta concreta o definitiva, puesto que no comprende
el enunciado del ejercicio, declarando que no esté claro para él.

Pregunta 4

Seis amigos juegan a las escondidas en una plaza. Pablo es el que est4 contando
para luego pillar a sus amigos. El problema para Carlos es que cuando se quiso

esconder atras de una banca, Fernando ya estaba ahi.

Ayudale a Carlos a encontrar la direccion en la que debe ir para salir de la visual
de Pablo y asi estar seguro. Describa el o los movimientos que debe hacer Carlos

rapidamente en los 3 segundos que le quedan a su amigo por contar.
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Resultados

Para esta pregunta, todos los encuestados realizan andlisis para sus respuestas

situandose en el modo sintético-geomeétrico.

Los encuestados E1, E5 y E7 solo mencionan en qué direccion se debe mover Carlos
para esconderse lo més rapido posible (dos pasos a la izquierda, dos para abajo, etc). A
modo de ejemplo, se tiene la siguiente figura que muestra las indicaciones realizadas por
el estudiante 7, el cual plantea que existen varias opciones para que Carlos pueda
esconderse, cabe destacar, que todas las opciones que el E7 menciona son para que Carlos
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se esconda cerca del arbol que estd a un costado de él, segin muestra la imagen del

enunciado.

Se muestra solo una respuesta ya que, los tres estudiantes realizan un procedimiento

de manera similar.

Figura N°26. Muestra como el estudiante E7 se sita en el modo SG para responder la

pregunta.

Por otro lado, los estudiantes E3, E6 y E9 inicialmente se ubican en el modo sintético-
geométrico para dar una respuesta al ejercicio, pues indican donde debe esconderse Carlos
al observar la imagen, sin embargo, complementan su analisis transitando al modo
analitico-aritmético, puesto que mencionan a qué par ordenado debe llegar Carlos para
estar bien escondido.

Por ejemplo, el estudiante E9 menciona en su respuesta que Carlos debe esconderse
detras del arbol y otorga el par ordenado (1,-1) como el vector que se debe aplicar para
que lo anterior suceda.
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Figura N°27. Muestra como el estudiante E9 transita entre los modos SG y AA para

responder la pregunta.

Para el estudiante E8, el procedimiento a analizar fue més relacionado a la realidad.
Lo que este menciona es que: “No sabria como Carlos puede llegar a un lugar seguro
porque no se sabe si el arbol que tiene cerca se considera seguro o si en esos 3 segundos
puede alcanzar de sobra a llegar a los columpios”. Por lo anterior es que no se podria
afirmar que se posiciona en algin modo para responder, ademas el estudiante da a

entender que quiza el arbol no es tan seguro como lo serian los columpios.

Otra respuesta para destacar es la que da el encuestado E4. En este caso, se sigue
analizando situado desde el modo sintético-geométrico al momento en el que este observa
la imagen y menciona que el &rbol seria el més cercano para esconderse. Sin embargo, el
encuestado menciona que “Carlos puede esconderse detrds del &rbol en el punto (-
1;1,5)”, 1o que nos da a entender que transita al modo analitico-aritmético puesto que
utiliza un par ordenado para mencionar la posicién a la que deberia llegar Carlos para

esconderse.

Una vez posicionado en el modo AA, el estudiante afirma que (...), desde el punto de
Pablo no lo veria, pues ve el frente del arbol, no detras”. Con esto, se evidencia que se
asoma una leve nocién de colinealidad, ya que la afirmacion de que al estar Carlos detras
del arbol sale de la visual de Pablo, de cierta manera se relaciona a que el punto donde
esta el arbol pertenece a la misma recta, por asi decirlo, que el punto en el que se esconde
Carlos, por lo que su amigo (Pablo) solo podréa ver el arbol, lo anterior muestra el transito

que realiza el estudiante al modo analitico-estructural.

Ademas, vuelve a posicionarse en el modo SG cuando realiza un bosquejo donde
muestra la posicion de los amigos y el arbol y una linea recta o vector que traza entre
ellos, haciendo referencia a la colinealidad (AE), reforzando asi la respuesta que ya habia
dado.
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Figura N°28. Muestra como el estudiante E4 transita entre los modos SG-AA, AA-AE y

SG-AE para responder la pregunta.

Para finalizar con las respuestas a esta pregunta, tenemos al estudiante E2, el cual se
posiciona en el modo SG al hacer uso de la imagen para apoyarse en el andlisis y
construccion de su respuesta. Ahora, transita al modo AA al complementar su analisis
determinando pares ordenados que le permiten a generar las indicaciones para que Carlos
se escondiera detras del arbol. También plantea que “e/ campo de vision es un arco de
circunferencia”, por lo que podemos inferir que hace un esfuerzo por utilizar el plano
cartesiano, pero al mencionar los arcos podemos decir que se escapa un poco de la
realidad y no se posiciona en el juego en si, ya que Carlos perderia mas tiempo haciendo

este trayecto al no ser en linea recta. (Ver figura 30)
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Figura N°29. Muestra como el estudiante E2 transita entre los modos SG y AA para

responder la pregunta.

Pregunta 5

Estime la imagen de x = —6 para la funcion que se muestra en el grafico

siguiente. Explique con detalles como lo resolvio.
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Resultados

Como el enunciado del problema esta dado en un modo sintético-geométrico (gréfico),
los E1, E2, E4 y ES5 transitan al modo analitico-aritmético para construir una respuesta.

En la figura que se muestra a continuacion, el estudiante 4 quiere obtener la ecuacion
de la recta dada. Para realizar esto escoge dos puntos por conveniencia, luego hace uso
de la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos, la trabaja y logra determinar una
aproximacion de la ecuacién principal para luego reemplazar el x = -6 en dicha ecuacion.

Obteniendo asi que la imagen de x = -6 es aproximadamente y = 27.
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Figura N°30. Muestra como el estudiante E4 se posiciona en el AA para responder la

pregunta.

Sin embargo, y a pesar de que sigue analizando posicionado en el modo AA, el

estudiante E1 no logra obtener una respuesta correcta.
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Figura N°31. Muestra como el estudiante E1 se sitla en el modo AA para responder la

pregunta.

Por otra parte, los estudiantes E3, E7, E8 y E9 generan sus respuestas ubicandose en
el modo sintético-geométrico. Estos, utilizan solamente la imagen dada para otorgar una
respuesta final. A continuacion, se muestran las respuestas de los E7 y E9 a modo de
ejemplo ya que, los cuatro respondieron de manera similar.
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Figura N°32. Muestra como el estudiante E7 se sitGa en el modo SG para responder la

pregunta.

En este caso, el estudiante 7 (figura 33) identifica el punto -6 en ¢l eje “x” y lo proyecta
hacia la recta, luego sobre el eje “y” (eje vertical), lo que le ayudara a identificar y/o
estimar el valor de la imagen pedida. Es asi como el estudiante concluye que “(...) la

imagen de X = -6 es 29 por la proporcion del grdfico”.

Caso similar ocurre con el encuestado E9, puesto que para generar una respuesta
menciona que “(...) la recta pasa por sobre la mitad del lado del cuadrado, pero por
debajo del vértice”. Por lo anterior, el encuestado plantea que segun la imagen pareciese
que f (-6) esta entre 28 y 30. Todo este procedimiento realizado, podemos traducirlo en

que se posiciona en el modo SG para lograr obtener una respuesta. (ver figura N°34)
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Figura N°33. Muestra como el estudiante E9 se sitla en el modo SG para responder la

pregunta.

El estudiante 6 se situa inicialmente desde el modo sintético-geométrico, ya que
identifica en el plano cartesiano el punto a analizar y luego genera una proyeccion en el
eje vertical. Cuando ya estima entre qué intervalos esta la imagen pedida, utiliza
propiedades de las simetrales (AE) para estimar mas especificamente a traveés de puntos
medios, subdividiendo los segmentos que correspondan y asi lograr obtener una respuesta
mas precisa. Todo lo anterior requirié que el E6 transitara al modo analitico-estructural y

asi complementar.

Con una escuadra, identifigué el punto de interés (-6.Y) y luego proyecté el punto en el
eje Y, para tener un aproximado de la coordenada Y.

Luego, estimé la posicion de la proyeccion en el eje, asi tengo que el punto esta entre 20
y 30 en un principio.

Lo siguiente es estimarlo a través de puntos medios usando simetrales, asi obtengo que
Y esta entre 25 y 30 porque estda mas arriba del punto medio del pequefio segmento entre
20y 30

Repito el proceso y ahora obtengo que el punto medio coincide con lo trazado por la
escuadra, por lo tanto, puedo estimar que la imagen de X=-6, es Y=27 5.

L

L]

e

Figura N°34. Muestra como el estudiante E6 transita entre los modos SG y AE para

responder la pregunta.
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CAPITULO 5: CONCLUSIONES

Sugerencias didacticas

A partir de las respuestas obtenidas del cuestionario realizado y del anélisis a través de
la teoria presentada, se ofrecen un conjunto de sugerencias didacticas para el proceso
ensefanza-aprendizaje para el uso de los estudiantes de octavo béasico y los futuros

docentes de la carrera de Pedagogia en Matematica de la UMCE.

Objetivo de la sugerencia didactica

Se genera este conjunto de actividades con el fin de que sean utilizados por los
profesores como una propuesta que ayude e invite a transitar entre los diferentes modos

de pensar la recta.

Es necesario mencionar que el enfoque al construir actividades en base a esta teoria
debe siempre estar puesto en que el enunciado invite a quien responda a “justificar las
respuestas”, “detallar como lo hizo”, “argumentar por qué estd seguro de lo que
respondid”, etc, todo esto como forma de que el estudiante (o quien responda) se vea en
la necesidad de transitar a algin modo y asi complementar lo planteado para construir

una respuesta mas completa.

Actividades sugeridas

Lo primero que se sugiere es iniciar con actividades que posicionen a los estudiantes
en el modo SG y que luego los “obligue” a transitar al modo AE, como por ejemplo lo
fue la pregunta 3a) y 3b) del cuestionario puesto que, se traduce en un gran aporte en la

comprension desde el modo analitico-estructural.

Las actividades que se centren en el modo sintético-geométrico deben promover la
definicién de colinealidad de puntos de una recta si es que se quiere incentivar el transito

al modo analitico-estructural. Por ejemplo:

Observe el siguiente tablero de damas, ¢donde ubicaria una(s) ficha(s) para
afirmar que existen tres fichas colineales en el tablero? (las fichas pueden ser de

diferente color). Argumente su respuesta.
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Este problema se sugiere para este transito (entre SG y AE) donde inicialmente el
estudiante se posiciona en el modo sintético-geométrico, puesto que el ejercicio lo ubica
ahi. Luego, al observar la imagen que se le presenta, debe ser capaz de relacionar esta
situacion con la definicion de colinealidad, ya que, si se toman las fichas como puntos, el
estudiante deberia dibujar o posicionar una a modo de que pertenezca a la misma recta
que otras dos fichas dadas ya en el tablero. Esta situacion se puede comparar con la
pregunta 3 realizada en el cuestionario, puesto que en ambas se debe abordar el concepto
de colinealidad y utilizar las propiedades en el argumento para lograr una respuesta
completa.

Ahora bien, si se quiere posicionar al estudiante en el modo AA para guiarle a
comprender la recta de maneratal, se sugiere presentar a los educandos un problema como
el que se plante6 en la pregunta 4 o la pregunta 5 ya que, como vimos en el analisis a
posteriori de estos ejercicios (Ver capitulo 4), el hecho de presentar un plano cartesiano
invita al transito al modo AA puesto que se trata del articulador que permita dicha accion,
y es que el estudiante lo utiliza como referencia o apoyo para dar su respuesta. Por lo
anterior, las actividades en las que se quiera incitar al transito hacia este modo deben tener
integrado un plano cartesiano o la necesidad de dibujar uno para construir una respuesta

completa.
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Por otra parte, se sugiere utilizar el ejemplo 4 que presenta el texto de estudiante para
el nivel de octavo bésico, el cual fue expuesto en el capitulo 1 de la tesina (pagina 25). Se
reconoce el valor de la pregunta puesto que por como esta planteada (desde el modo
sintético-geometrico), obliga al estudiante que cuenta con el conocimiento de f(x) =

mx o f(x) = mx + n a transitar al modo analitico-aritmético.

Como sugerencia didactica final, planteo la posibilidad de utilizar los ejercicios 3,4 y
5 del cuestionario como actividades que servirian para el trabajo con estudiantes de octavo
béasico, debido a los resultados que se obtuvieron con ellos. Quiza sean necesarias algunas

modificaciones, pero todo depende del contexto en el que se esté presente.

Por otro lado, no se sugieren utilizar los ejercicios 1 y 2 debido a que estos sitlan
inmediatamente al estudiante en el modo analitico-aritmético y no se logra ver un transito
hacia los otros modos de pensar la recta. Lo anterior se justifica ya que, al tener todos los
datos presentes en el enunciado, automéaticamente el estudiante utiliza la ecuacion de la
recta para generar una respuesta (o que sucedidé con 8 de 9 encuestados), es decir,
promueven la comprension en el modo analitico-aritmético, pero no se realiza ningun
transito. Cabe destacar, que estos tipos de ejercicios son los méas habituales de encontrar

en los textos escolares.

Lineamiento de la nueva malla de la carrera de Pedagogia en Matematica en la
UMCE.

Como se pudo observar en el capitulo 1 de la tesina, la nueva malla presenta cambios
en comparacion con la antigua. En base a la teoria escogida y analizando el primer ramo
de geometria, se puede sostener que, al querer que los estudiantes vean la geometria
euclidiana junto con la analitica, existe una conciencia por parte de los docentes de que
es necesario desarrollar en los educandos la capacidad de transitar entre los modos de
pensar. Y es gque se puede notar que, cuando en el programa se desglosan los nucleos de
aprendizaje, existe un apartado que menciona los lugares geométricos a revisar y dentro

de esta muestra a la Recta. Acé se plantea que serén vistos los siguientes puntos:

e Ecuacién de una recta definida por su forma; pendiente y ordenada en el origen,
dos puntos, simétrica y general.

e Posicion relativa entre rectas.

e Forma normal de una recta.

e Reduccion de una recta de su forma general a normal y viceversa.
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e Distancia de un punto a una recta.
e Bisectrices.

e Familia de rectas.

Los contenidos anteriores y el programa en general, dan cuenta que se puede realizar
un trabajo que permita desarrollar en los estudiantes la capacidad de transitar por los
diferentes modos para asi comprender la recta de una manera profunda. Y es que el lugar
geométrico se muestra con la intencion de ser desarrollado, sin embargo, no es posible
afirmar que el objetivo del cambio sea el de querer guiar a una comprension en los 3
modos, ya que no se tienen propuestas de ejercicios o la metodologia en la que se vera la
materia, por lo que no se puede saber si lo utilizado se hace con el objetivo de una
comprension profunda. Por lo tanto, se afirma, con respecto a la teoria escogida que, si
no se proponen actividades o problemas a resolver que tengan como propdsito intencionar
el transito entre los modos de pensar la recta, es solo una oportunidad de cambio
desperdiciada y no se reconoceria la finalidad por la que se gener6 esta modificacion.

Ademas de agregar conceptos de la geometria euclidiana en el primer ramo de
geometria, el nuevo lineamiento a seguir les otorga un valor importante a las practicas.
Se muestra que estas (practicas) tomaron el puesto central de cada semestre, es decir, cada
asignatura debe tributar a desarrollar en los futuros docentes la capacidad de conducir la
ensefianza-aprendizaje en cada especialidad, particularmente en el area de la geometria
(&rea de nuestro interés). Por lo que este nuevo lineamiento piensa en el estudiante como
futuro profesor capaz de lograr aprendizaje en sus estudiantes y no como un simple

investigador.

Por lo anterior, y a modo de sugerencia, se considera el ejemplo 4 analizado
anteriormente y propuesto en el capitulo 1, también como un ejercicio interesante para
los estudiantes de la UMCE, puesto que es posible situarlos como profesores y asi conocer
cémo argumentarian o qué recursos utilizarian para probar si el punto dado pertenece o
no a la recta (¢,cumple o no con la funcién?), lo que seguiria cumpliendo con el objetivo

de centrar la préactica.

En base a lo anterior, se avala el cambio y la destitucion de la malla antigua, puesto
que con esto se respeta y se observa una coherencia con lo que se plantea en la
epistemologia, lo que no sucedia con la malla anterior. En esta epistemologia, lo primero

gue se concibe es la geometria en el plano Euclidiano, con sus respectivas
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representaciones (SG) y propiedades (AE) (libro Los Elementos que es visto en el curso
de geometria axiomatica), para luego ser comprendida en el modo AA que, en este caso,
seria para la universidad la geometria analitica (visto con el libro Lehmann). Por lo tanto,
es posible afirmar que, si se ensefia la geometria respetando su epistemologia, el orden de

la ensefianza seria un factor que enriqueceria el conocimiento del &rea.

Es importante recalcar que todo docente debe tener la intencion de “obligar” al transito
entre los modos de pensar. Y esto lo obtendra al plantear problemas donde no se tenga
toda la informacion y se deba pensar méas alla de lo que se plantea. Por ejemplo, podemos
afirmar que en general los ejercicios que otorga el libro de Lehmann se mantienen en el
modo analitico-aritmético, sin generar un conocimiento profundo como lo plantea la

teoria en sus objetivos.

Conclusiones

Con respecto a la pregunta de investigacion que fue planteada en el comienzo de la

investigacion, se puede concluir lo siguiente:

¢Los estudiantes de Pedagogia en Matematica de la Universidad Metropolitana

de Ciencias de la Educacion comprenden en profundidad el concepto de Recta?

Esta pregunta, solo sera respondida en base a lo que se pudo obtener de las respuestas
de los estudiantes. Es necesario recordar que todos los encuestados pertenecian a
generaciones que trabajaron con la malla antigua de la carrera, lo que a largo plazo se
traduce como una limitacion a esta investigacion debido a que no se puede obtener un
analisis sobre el manejo del contenido en los estudiantes que ya vieron la geometria

euclidiana y analitica de la nueva malla.

Sin embargo, tomando en cuenta los resultados obtenidos, se puede decir que la forma
en que se trata el contenido no es la adecuada puesto que, no obligan al estudiante a
transitar entre los tres modos, ya sea por el orden que presenta la malla, la forma de
ensefar o el planteamiento de los ejercicios que se otorgan para la adquisicion del
conocimiento. Es importante mencionar que los estudiantes poseen las herramientas y el
conocimiento necesario para responder a todas las preguntas del cuestionario, pero este
no es profundo, en otras palabras, los estudiantes son capaces de posicionarse en alguno

de los tres modos para dar respuesta a problemas (como lo vimos en el anélisis a
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posteriori), sin embargo, lo hacen de una forma independiente sin la existencia de la

accion de complementar, es decir, no existe un transito efectivo entre los modos de pensar.

En relacién con los resultados obtenidos gracias al cuestionario realizado, se presenta

a continuacion una conclusion para cada pregunta del cuestionario:

Pregunta 1
Al mencionar que se realizara de dos formas el ejercicio, se obliga de cierta manera a

que el estudiante transite a otro modo para responder y la mayoria de los estudiantes
transito del modo AA al modo SG, es decir, respondié utilizando la ecuacion de punto-
pendiente y luego realizo la grafica que representaba la situacion. Por otro lado, si en el
enunciado no se hubiese pedido que se resolviera de 2 formas diferentes, todos
respondieron desde el modo AA (ecuacion punto-pendiente) en la primera forma, lo que
reafirma que el modo analitico-aritmético es el mas utilizado y escogido por los

estudiantes.

Pregunta 2
La mayoria de los estudiantes respondieron ambas preguntas (a y b) posicionandose

en el modo AA, es decir, utilizaron la ecuacion de las rectas que representaban la situacion
mencionada en el enunciado para luego resolver un sistema de ecuaciones y hallar asi a
la respuesta correcta. Por lo tanto, estamos en presencia nuevamente de la evidencia que

se tiene con respecto al manejo del modo analitico-aritmético de pensar la recta.

Pregunta 3
Ambas preguntas (a y b) son sugeridas para cuando se quiera transitar entre los modos

SG y AE debido a que, la mayoria de los encuestados realizo este transito para responder.
Y es que casi todos evidenciaron un manejo en la definicion de colinealidad, lo que les
permitid trazar una recta sobre las bolas que cada uno determin6 que eran colineales. Es
posible concluir con este analisis, que el transito al modo analitico-estructural se ve
altamente potenciado si es que en un comienzo el estudiante se sitla en el modo sintético-
geomeétrico. Cabe destacar ademas que esta pregunta fue la Gnica en la que transitaron al

modo analitico-estructural para responder.

Pregunta 4
Para responder esta pregunta, todos los estudiantes se posicionaron inicialmente en el

modo sintético-geométrico y es que todos daban indicaciones de hacia donde debia
moverse la persona solo observando la imagen. Los que transitaron al modo analitico-

aritmético lo hacian al otorgaban un par ordenado con la posicion final a la que se debia
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Ilegar. Podemos concluir entonces, que desde un modo SG se favorece el transito al modo
AA.

Pregunta 5
La mitad de los estudiantes se posicionaron en el modo SG para responder y la otra

mitad transitaron al modo AA. Esto se ve reflejado en el uso de la misma imagen para
responder o bien en el uso de la ecuacion de la recta (respectivamente). Lo anterior,
reafirma que el transito desde el modo de pensar sintético-geométrico al modo analitico-

aritmético se ve altamente posible y beneficioso.

Al realizar un ultimo analisis general, se ha podido determinar que los futuros docentes
son capaces de transitar entre algunos modos (méximo dos), sin embargo, priorizan el
situarse en el AA para abordar la recta. Es decir, se puede desprender que a pesar de que
la mayoria de los encuestados transitaron al modo analitico-aritmético para generar
respuestas, pero se nota una clara inclinacién por transitar entre los modos SG-AE y SG-
AA. Se debe precisar en que solo en una pregunta se realiz6 un transito al modo analitico-
estructural, lo que nos da para reflexionar en la forma en que se ensefia el contenido en la

universidad y en la importancia que tiene el ensefiar la recta desde este modo inicialmente.

Es necesario destacar que los transitos mencionados pudieron ser realizados dado que
los estudiantes utilizaban los articuladores para la recta que se plantearon en el marco
tedrico, lo que ademas nos reafirma que es correcta la eleccion que se realizo para cada

uno de ellos.

Para finalizar, se plantea la necesidad de que los docentes conozcan la teoria escogida
para que, al momento de planificar sus clases, estas sean con el propdsito de intencionar
y ayudar a sus estudiantes a transitar entre los modos de pensar que propone Sierpinska,
para generar un conocimiento profundo y asi comprender mejor el objeto en estudio. Es
necesario recalcar que lo anterior no se generara si los ejercicios son “comunes” o si se
menciona de cierta forma en el enunciado lo que el estudiante debe hacer. Es
imprescindible que los educandos se sientan desafiados a hacer matematica, que los
interpelen en los procedimientos para asi guiarlos a desarrollar de mejor manera su

pensamiento critico y matematico.
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ANEXOS

Cuestionario realizado a futuros docentes

1. Si la temperatura a nivel del mar es de 20°C y la temperatura a una altitud de 1
km es de 10°C, exprese la temperatura en términos de la altitud. Suponga que la
relacion es lineal ¢Cudl es la temperatura a 2,8 km? Resuelva de dos formas
diferentes.

2. José debe mandar a reparar su lavadora, para esto cotiza en dos empresas

diferentes de las cuales pudo obtener la siguiente informacién:

La primera empresa cobra una cantidad fija de 2.400 pesos mas 800 pesos por
cada hora trabajada. La segunda empresa no cobra una cantidad fija pero si cobra
1.400 pesos por hora trabajada. José recurre a ti para que le puedas ayudar a

resolver las siguientes dudas:

a) ¢Cuando es méas econdmico escoger la segunda empresa?

b) Si parael problema que tiene la lavadora de José, en ambas empresas el tiempo
minimo de demora son cuatros horas. Ademas, recibe un descuento del 10%
del valor asociado al tiempo utilizado en la reparacion (por hora) en cualquiera
de las dos empresas, si es que decide repararla. ;Qué empresa le convendria

escoger?

¢Podrias ayudarle a José a resolver su problema? Haz un bosquejo y detalla cémo

le explicarias.

a. Observe la siguiente imagen. ¢Se podria decir que en la mesa de pool hay tres

bolas colineales? Argumente su respuesta.
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b. Observe la siguiente imagen y ubique una(s) bola(s) en el lado izquierdo que
sea(n) colineal(es) a otras dos del lado derecho. Explique con detalles como

logra estar seguro de la posicion de las bolas.
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4. Seis amigos juegan a las escondidas en una plaza. Pablo es el que estd contando
para luego pillar a sus amigos. El problema para Carlos es que cuando se quiso
esconder atras de una banca, Fernando ya estaba ahi.

Ayudale a Carlos a encontrar la direccion en la que debe ir para salir de la visual
de Pablo y asi estar seguro. Describa el o los movimientos que debe hacer Carlos
rapidamente en los 3 segundos que le quedan a su amigo por contar.
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Estime la imagen de x = —6 para la funcion que se muestra en el grafico

siguiente. Explique con detalles cdmo lo resolvid.
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