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Resumen
El objetivo principal de esta investigacion fue analizar la situacion actual de la ensefianza
escolar de Métodos Combinatorios en segundo afio medio en Chile, a partir de la cual se
confeccionaron actividades para la ensefianza de Métodos Combinatorios en segundo afio medio

en Chile a través del uso del Juego.

Para cumplir el propdsito anterior se realizd una exhaustiva revision bibliografica de
como la ensefianza de la Combinatoria en la educacion escolar ha sido desvalorizada,

incurriendo en la mecanizacién para su ensefianza.

Se aplicaron dos diferentes encuestas, una dirigida a docentes de educacion matematica
en ejercicio, y otra para futuros y futuras docentes, a partir de la cual se obtuvo como resultado
principal que en ambas poblaciones de estudio existe un déficit en el Razonamiento

Combinatorio.

A su vez, se determind para la construccion de las actividades, la utilizacion del recurso
didactico del Juego estudiando su aporte en la ensefianza matemaética, asi como también se

investigo el tratamiento del contenido en dos textos de matematica discreta, ademas del escolar.

En base a lo anterior, se proponen once actividades que responden a las necesidades

evidenciadas.

Finalmente, se concluye la necesidad de mayor investigacion para la utilizacién de
Juegos en ensefianza media, y que se deben privilegiarse en la formacién inicial docente

espacios para la busqueda de aprendizajes significativos para todos los contenidos matematicos.

Palabras Claves: Métodos Combinatorios, Razonamiento, Juegos, Combinatoria
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Introduccion

La Combinatoria, 0 Métodos de Recuento, es muchas veces llamada arte de contar, sin
la necesidad de enumerar (Wilhelmi, 2004). Este objeto matematico se estudia en matematica
discreta, pero es ensefiado a nivel escolar chileno como un recurso para el calculo de
probabilidades, centrado en el uso de formulas y resolucion de ejercicios, lo cual se puede
observar en el Programa de estudio de matematica para segundo afio medio (Ministerio de
Educacion de Chile, 2016). Lo anterior no esta del todo mal, pues, por supuesto la aplicacion en
problemas de probabilidad es uno de los grandes aportes de la Combinatoria, pero no es
solamente eso. La Combinatoria ha implicado el avance de diversas areas de estudio como la
informatica, biologia o economia, entre otras, mediante estudios en el transporte, confeccion de
horarios, planes de produccion, etc.; Asi como también en la misma matematica, donde la
Combinatoria ha contribuido al desarrollo de la teoria de grupos, la geometria o el algebra
(Guirado y Cardoso, 2007; citado en Venegas Guerrero, Gea Serrano, Roa Guzméan, & Diaz
Pallauta, (2019)).

Es de conocimiento entre los profesores y profesoras de matematica, como la ensefianza
de este contenido presenta dificultades para los estudiantes, asi o menciona Roa (2000). A su
vez Batanero (2000) menciona que esto es una responsabilidad compartida de parte de quien
pretende ensefiar, pues todavia son pocos los profesores que ensefian este tema, y en otros casos
se trata muy brevemente, o en forma excesivamente formalizada. Esto conlleva un déficit en el
Razonamiento Combinatorio que se genera con la ensefianza de tal contenido. El cual no es solo
enumerar, como podria pensarse. Sino que conlleva contar con un raciocinio de las diferentes
posibilidades existentes, a través de multiples estrategias que respondan a la problematica
planteada, segln lo exponen diferentes autores como Fernandez Millan (2013), Navarro-Pelayo,
Batanero, y Godino (1996), y Roa (2000).

Por otra parte, Batanero (2000) y Roa (2000) mencionan como, desfavorablemente, la
investigacion, primero estadistica, y mas aun sobre Combinatoria, es ain muy escasa, y ademas
poco difundida. Por lo que los y las docentes no se encuentran con nuevos recursos para la

ensefianza de dicho contenido.

Dado lo anterior, se hace importante desarrollar mas investigacion en esta area, tanto

para las dificultades que se puedan encontrar, como para aportar en la ensefianza de Métodos
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Combinatorios hacia una ensefianza que genere aprendizaje significativos, pues, como se
menciond, la Combinatoria no implica simples técnicas de conteo, sino habilidades y estrategias
de razonamiento (Roa, Batanero, Godino y Cafiizares 1997; citado en Venegas Guerrero, Gea

Serrano, Roa Guzman, & Diaz Pallauta, 2019)

En la presente investigacion se realizard un analisis de la situacion actual de la ensefianza
de los Métodos Combinatorios, a partir del cual se disefiaran actividades utilizando el recurso
didactico del Juego. Para dicho analisis, se aplicard una encuesta para estudiantes de pedagogia
en matematica, y otra para docentes de la misma area, para, a partir de ella, recopilar informacion
sobre las dificultades que enfrentan en la ensefianza de Métodos Combinatorios. Ademas se
aplicara la version corta del cuestionario de ejercicios creado en Navarro-Pelayo, Batanero, y

Godino (1996) para ambas poblaciones de estudio mencionadas.

Para evidenciar el tratamiento otorgado al objeto matematico en cuestion, por
MINEDUC, se estudiara el contenido en el Curriculum nacional chileno, que incluye bases
curriculares, planes y programas, y Texto escolar ministerial. También se estudia un texto

escolar privado. Todo lo anterior, correspondiente a segundo afio medio.

Sumado a lo anterior, se analizard lo expuesto por diferentes autores acerca de las
probleméaticas ya existentes, e investigadas, en este ambito. Para asi conocer las
recomendaciones y aportes hechos en el contexto del estudio y ensefianza de Métodos

Combinatorios, y ser incluidas en el disefio de actividades.

Finalmente, previo al disefio de actividades, se estudiaran las diferentes definiciones
planteadas para el objeto matematico en cuestion en textos de matemaética discreta. Dichas
definiciones se investigaran para la confeccion de actividades, por lo cual se tomaran
definiciones acordes a lo que el Curriculum nacional chileno a definido para el nivel de segundo
afio medio en Chile. Ademas, se utilizara el recurso didactico del Juego para el planteamiento
del disefio de actividades, y se estudiara las recomendaciones hechas para su implementacion

en el aula escolar.

El disefio de actividades se realizara a partir de lo investigado, intentando incorporar las

principales sugerencias, ademas de la informacion recopilada en las encuestas a realizar.



Problemética y Antecedentes

En Chile, a partir de la Ley General de Educacion el afio 2009, comienza un cambio
curricular progresivo en todas las asignaturas y niveles escolares. Es asi como el afio 2015 se
publican las bases curriculares de 7° basico a 2° medio, en las cuales se observan grandes
diferencias y proyecciones en la ensefianza de la estadistica, siendo este eje denominado “Datos
y Azar”. Este cambio produce que la ensefianza de Métodos Combinatorios se encuentre en un
breve objetivo de aprendizaje, en el nivel de segundo afio medio: “0OAIl1: Utilizar
permutaciones y la combinatoria sencilla para calcular probabilidades de eventos y resolver
problemas” (Ministerio de Educacién de Chile, 2015).” El enfoque de este objetivo queda
dirigido a la utilizacién del objeto matematico como una herramienta en el célculo de

probabilidades, tal y como se menciona en los planes y programas de estudio para 2° medio:

“Se espera que los alumnos y las alumnas sean capaces de determinar el nimero de
combinaciones totales para calcular la probabilidad de un evento al resolver problemas.
Ademas, se profundiza en la aplicacion del principio multiplicativo y la regla aditiva en
situaciones que requieran del calculo de probabilidad con permutacion o combinatoria.”
(Ministerio de Educacién de Chile, 2016, pag. 152).

Es asi como se puede visualizar que la ensefianza de la Combinatoria en Chile se ha
cefiido a estar al servicio exclusivamente del calculo de probabilidades, y no para otros &ambitos
curriculares. Es importante mencionar que, no es erréneo decir que la Combinatoria puede, y
debe, estar al servicio del calculo de probabilidades, pero como cita Venegas Guerrero A. A.
(2018) “la combinatoria es algo mas que un auxiliar de la probabilidad [...] las operaciones
combinatorias son un componente fundamental de pensamiento formal.” (Batanero, 2004, pag.
22). El problema radica cuando este calculo es solo a través de una féormula y no del
Razonamiento Combinatorio que debe generarse a través del estudio, el cual “juega un papel
fundamental en el dominio de la estructura aritmética, sobre todo en la resolucion de

problemas.” (Venegas Guerrero A. A., 2018).

Sumado a lo anterior, se encuentra el antecedente de la realidad espafiola, que de acuerdo
con Navarro-Pelayo, Batanero, y Godino (1996), es que “En Espana, la enseiianza de la
Combinatoria en Bachillerado ha estado separada del resto de los contenidos curriculares,

excepto en su relacion con la Probabilidad.”, y ademas, en el mismo trabajo “Razonamiento



Combinatorio en alumnos de secundaria”, destacan que dicha ensefianza se centra en el

aprendizaje de definiciones y formulas.

En continuacién con lo anterior, es necesario leer lo que dice James Bernoulli, quien es
considerado como el principal autor de las definiciones que se utilizan hoy para referirse a la
Combinatoria, de acuerdo con el rol que cumple esta en la matematica y su razonamiento, este
sefiala en su Ars Conjectandi (el arte de conjeturar); citado en Fernandez Millan (2013, pag.
540):

“Es facil darse cuenta de que la prodigiosa variedad que se presenta, tanto en las obras
de la Naturaleza como en las acciones humanas, y que constituye la mayor parte de la belleza
del universo, es debida a la multitud de modos diferentes en los cuales sus diversas partes
pueden mezclarse o yuxtaponerse. Pero, debido a que el nimero de causas que concurren en la
produccion de un acontecimiento dado o efecto es muy a menudo tan enormemente grande y
las causas mismas son tan diferentes entre si, es extremadamente dificil enumerar todos los
modos diferentes en los cuales pueden ordenarse o combinarse, y a menudo ocurre que los
hombres, ain de la mayor capacidad y de la mas grande circunspeccion caen en la falta de
razonamiento que los autores de libros de Ldgica llaman enumeracién insuficiente o imperfecta
de partes o casos. Y esto sucede en tal medida, que me atrevo a afirmar que ésta es la principal,
casi diria la Unica fuente del enorme numero de opiniones erréneas en asuntos, muy

frecuentemente, de gran importancia. ”

Se debe reconocer, por lo tanto, la enorme utilidad de la Combinatoria, no solo como
una ciencia matematica, dado que esté relacionada con casi todas las formas de conocimientos

utiles en las cuales la mente humana puede emplearse (Ferndndez Millan, 2013)

Con lo anterior expuesto se explicita la clara relevancia de la Combinatoria como un
contenido importante en el desarrollo del pensamiento probabilistico y azaroso, mas que solo
como una herramienta, que deba ensefiarse desde y para formulas y definiciones, solo para el
calculo de probabilidades. Este aspecto es declarado en Kapur (1970); citado en Fernandez
Millan (2013, pag. 542), quien sefiala diversos puntos a favor de la ensefianza de la

Combinatoria en secundaria, de entre las que destacan:



e Pueden proponerse gran variedad de campos de aplicacion, tanto internas a la propia
matematica como externas: fisica, quimica, biologia, andlisis de redes, disefio de
experimentos, teoria de comunicacion, probabilidad, programacion dindmica, teoria de
nameros, topologia, matematica recreativa etc.

e Se pueden proponer problemas desafiantes, algunos no resueltos aun, aungue al alcance
de la comprension de los estudiantes. Ello permite que aprecien la necesidad de creacion
de nuevas matematicas. Puesto que muchos problemas y aplicaciones de la
Combinatoria se han desarrollado recientemente puede mostrar la naturaleza dindmica
de esta ciencia.

e Al crear la costumbre de examinar todas las posibilidades, enumerarlas y hallar la mejor
alternativa, contribuye al desarrollo del pensamiento sistematico.

e Puede contribuir a dar sentido a conceptos algebraicos elementales como los de

aplicacion, relaciones binarias, funciones, isomorfismo, etc.

Para que se puedan implementar los aspectos recién mencionados como relevantes y
utiles en la ensefianza de la Combinatoria, por una parte es necesario un docente que tenga las
habilidades para dichos requerimientos, pero lamentablemente se ha evidenciado que para los
profesores, este contenido no es facil de abordar. Esto es principalmente, por la débil o nula
formacion inicial estadistica, como lo sefialan Del Pino y Estrella (2012): “La estadistica
también es una disciplina relativamente nueva para muchos profesores que, por lo general, no
han tenido una formacién adecuada en este tema en el marco de sus estudios universitarios
iniciales o de una formacion continua ”. Es asi como la ensefianza de Métodos Combinatorios
se ve aun més desfavorecida, en Navarro-Pelayo, Batanero, y Godino (1996) se menciona que,
como los profesores consideran dificil la Combinatoria, a veces, han preferido omitir su

ensefianza.

Debido a lo anterior se observa la necesidad de un mayor apoyo a los docentes en el area
estadistica, es decir, es indispensable para el avance de la educacion en dicha area contar con
mayor investigacion, y divulgacién de esta, en la basqueda de nuevas metodologias. Esto se ha

mencionado en Batanero (2000, pag. 7).



“(...) el numero de investigaciones sobre la didactica de la estadistica es aun muy
escaso, en comparacion con las existentes en otras ramas de las mateméticas. Por ello, no se
conocen aun cuales son las principales dificultades de los alumnos en muchos conceptos

importantes. ”

Se puede resumir entonces la importancia de la combinatoria como “;Un prerrequisito
estructural importante para la dindmica y potencia creativa del razonamiento légico en
general!” (Roa, 2000) , el cual debe ser desarrollado como tal de la mano de las indicaciones y

estudios ya realizados por docentes calificados y con los materiales adecuados para tal fin.

Finalmente como antecedente se visualiza el tratamiento y enfoque dado en las Bases
Curriculares para el contenido de Métodos Combinatorios, donde este se encuentra en un corto
objetivo de aprendizaje y su enfoque es hacia la aplicacién en el calculo de probabilidades.

A su vez, se observa como en los textos escolares, en particular el Texto para el estudio
de segundo afio medio entregado por el Ministerio de Educacion (desde ahora MINEDUC) de
Chile (Chacon Aguirre, Garcia Castillo, Rupinn Gutiérrez, Setz Mena, & Villena Ramirez,
2018) se construye el contenido con una mirada de memorizacién de férmulas y aplicacion de

ellas.

Para aportar a la problemética anteriormente expuesta, es que se decide investigar acerca
de las dificultades que enfrentan con Métodos Combinatorios, los docentes de matematica que
han ejercido en 2°medio, y estudiantes pedagogia en matematica, tanto en su comprension,
como en su ensefianza, para asi generar una propuesta de actividades para la ensefianza de

Métodos Combinatorios. Lo anterior deriva la siguiente pregunta de investigacion.

Pregunta de investigacion
- ¢Cudles son los principales desafios que enfrentan los docentes y futuros docentes, al
momento de ensefiar Métodos Combinatorios en segundo afio medio, en el sistema de

educacion chileno?



Objetivos de la investigacion

Objetivo general.
Analizar la situacion actual sobre la ensefianza de Métodos Combinatorios en segundo
afio medio en el sistema de educacion chileno.
Elaborar actividades, para el aprendizaje de los Métodos combinatorios en segundo afio
medio en el sistema de educacion chileno.

Objetivos especificos.
Consultar las bases curriculares y programas de estudios asociados al contenido de
recuento en segundo afio medio en el sistema de educacién chileno.
Describir la metodologia empleada para la ensefianza de los Métodos Combinatorios en
diferentes textos de estudio, desde los escolares chilenos, tanto publicos como privados,
hasta textos de matematica discreta.
Determinar las principales dificultades que tienen los docentes y los futuros docentes al
momento de ensefar los Métodos combinatorios en segundo afio medio en el sistema de

educacion chileno.



Marco tedrico

El Juego como recurso didactico

Por las caracteristicas propias de la Combinatoria (origen, ejemplos clasicos, métodos
ya empleados, entre otros que se estudiaran méas adelante), es que se ha decidido utilizar el
recurso didactico del Juego como eje principal para la creacion de las actividades para la

ensefianza de Métodos Combinatorios como producto de esta investigacion.

Es preciso comenzar por referirse a la definicion de recurso didactico, pero esto, dada su
amplia naturaleza, no es sencillo de precisar. Se define recurso como “Medio de cualquier clase
que, en caso de necesidad, sirve para conseguir lo que se pretende ” (Real Academia Espafiola,
2020). Asi mismo lo didactico es un adjetivo usado para algo “adecuado o con buenas
condiciones para ensefiar o instruir”, 0 que “tiene como finalidad fundamental enseriar o
instruir” (Real Academia Espafiola, 2020) Con lo anterior se puede, de manera sencilla,
determinar un recurso didactico como aquellos materiales o herramientas de cualquier

clase que tienen utilidad en un proceso educativo.

Es asi como el Juego, con las condiciones necesarias, es una herramienta valida para
la ensefianza, siendo asi denominada como un recurso didactico. Lo anterior ya lo ha
sefialado Piaget (1985), “Es sabido que el juego constituye la forma de actividad inicial de casi
cada tendencia, o al menos un ejercicio funcional de esta tendencia que la activa al margen de
su aprendizaje propiamente dicho y actla sobre éste reforzandolo” Asi es que, llevandolo al
contexto educacional formal, se observa no solo la utilidad, sino la necesidad de reincorporar el
Juego, pues este tiene diferentes fines educativos. Como lo sefiala Corbalan y Deulofeu (1996);
citado en Edo y Deulofeu (2006). “El uso de juegos en el marco escolar puede tomar como
finalidad la comprension de conceptos o la mejora de técnicas —juegos de conocimiento—, o
bien la adquisicidén de métodos de resolucion de problemas —juegos de estrategia—". Asi mismo
es mencionado por Riedemann Carrillo (2020), reforzando la utilidad y necesidad del juego para
el proceso de ensefianza aprendizaje, con que “también jugar mejora la estructura 'y la funcion
cerebral, promoviendo las funciones ejecutivas, es decir, el proceso de aprendizaje en lugar del

contenido.”

Se puede precisar lo anterior a la asignatura de matematica, con De Guzman (1989, pag.

61) quien menciona que:



“La matematica ha sido y es arte y juego y esta componente artistica y ludica es tan
consustancial a la actividad matematica misma que cualquier campo de desarrollo de
matematica que no alcanza un cierto nivel de satisfaccion estética y ludica permanece inestable,
buscando una expresion mas acabada que sea capaz de ofrecer una vision unitaria, placentera,
divertida, como una sinfonia 0 un poema en gestacion busca, en la mente de su autor, la forma

de expresion mas bella posible. ”

El autor menciona cémo la matematica tiene un origen ludico, realizando una cronologia
de Juegos que han surgido como estudio de temas matematicos, y no solamente como diversion,

de acuerdo con esto concluye que:

“Estas muestras del interés de los matematicos de todos los tiempos por los juegos
matematicos, que se podrian ciertamente multiplicar, apuntan a un hecho indudable con dos
vertientes. Por una parte son muchos los juegos con un contenido matematico profundo y
sugerente y por otra parte una gran porcion de la matematica de todos los tiempos tiene un
sabor ladico que la asimila extraordinariamente al juego” (de Guzman, Juegos Matematicos

en la Ensefianza, 1984)

Es entonces como la naturaleza misma de la matematica invita a utilizar el Juego para
su ensefianza, pues existen similitudes fundamentales en sus procedimientos, en Gairin Sallan

(1990, pag. 112) se encuentra la siguiente comparacion:

Juegos Pensamiento matematico

Reglas del Juego Reglas de construcciones, reglas l6gicas, instrucciones, operaciones.

Situaciones iniciales = Axiomas, definiciones, lo “dado”.

Jugadas Construcciones, deducciones

Figuras de Juego Medios, expresiones, términos.

Estrategia de Juego Utilizacion habil de las reglas, reduccion de ejercicios conocidos a
formulas

Situaciones Nuevos teoremas, nuevos conocimientos.

resultantes



En cuanto a esto, es probable que muchos matematicos y muchas matematicas sientan el estudio
como, entre otras muchas cosas, un desafiante Juego, pero, como lo sefiala de Guzman (1989),
“para muchos de los que ven la matemdtica desde fuera, ésta, mortalmente aburrida, nada tiene
que ver con el juego.” Asi, ensefiar matematica desde este recurso didactico también es

reivindicarlo con su historia y origen.

Pero no es solamente la similitud del Juego y la matematica lo que permite, o incita, a la
utilizacion de este recurso. En la actualidad desde los y las infantes, hasta los y las jovenes
disfrutan y se divierten horas con Juegos acorde a su edad y realidad. Estos van desde los cada
vez més popularizados Juegos de mesa, hasta los Juegos virtuales, y son parte de la cotidianidad
y desarrollo social actual. Esto se menciona y desarrolla en Roca, G. (coord.) (2015) que hace
un analisis exhaustivo de las diferentes tecnologias existentes en la actualidad, enfocado en la
comprension para padres y madres, y menciona que “El uso cotidiano de las tecnologias
digitales que realizan los adolescentes tiene que ver con sus necesidades y dinamicas sociales

y culturales propias de su etapa evolutiva.”

Se han expuesto los cruces existentes entre la matematica y el Juego, y parece poco
l6gico que este recurso no sea mas masificado en las aulas escolares, como lo precisa Miguel de
Guzman (1989), quien menciona la casi nula investigacién en esta area, incentivando a los
profesores a que aprendan a aprovechar los estimulos y motivaciones que este espiritu de Juego
puede ser capaz de infundir en sus estudiantes. Esto pues, dada la naturaleza misma de la
juventud, es necesario agotar e innovar en los recursos que se utilizan, y algo importante es que
el Juego puede mutar, pues puede estar sujeto a cambios de acuerdo con el contexto en que se
utiliza, de acuerdo con los gustos e intereses de los participantes, lo que es una gran fortaleza de
este recurso. Con respecto a esto, en Chile bajo la iniciativa de la fundacién Observatorio del
Juego se ha incentivado la investigacion y divulgacion del juego como un recurso para la
ensefianza. En cuanto a esto sefialan que, respecto al uso del Juego en establecimientos

educacionales chilenos,

“En los primeros niveles educativos el juego esté poco estimulado y en la medida en que
el nifio avanza por los niveles de la ensefianza basica el juego solo disminuye y tiende a estar
mal visto, segregandolo al espacio de recreo y creando una division arbitraria entre el jugar y

el aprender.” (Garrido & Carcamo, 20207, pag. 18).
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Lo que, como ya se ha sefialado, recae en lo absurdo cuando se observa los beneficios y
la necesidad de incorporarlo, como sefiala Gardner (1979); citado en Fernandez Lopez (2014,

pag. 13.)

“Con seguridad el mejor modo de despertar a un estudiante consiste en presentarle un
juego matematico intrigante, un puzle, un truco magico, una paradoja, un modelo o cualquiera
otra de entre una veintena de posibilidades que los profesores aburridos tienen a evitar porque

parece frivolas™

En otras palabras, el solo hecho de cambiar la dindamica de clases por un Juego bien
planificado es un detonante suficiente para generar el interés e incluso pasion por la matematica,
como asi puntualiza de Guzman (1984), “el sabor a juego puede impregnar de tal modo el
trabajo, que lo haga mucho mas motivado, estimulante, incluso agradable y, para algunos, ain
apasionante ”. De este modo no se trata solo jugar, como sefiala Gardner (1979) “Si e/ «juego»
se elige y prepara con cuidado, puede llevarle casi insensiblemente hasta ideas matematicas de

importancia”.

Un buen resumen para lo anterior estd en Mufiiz-Rodriguez, Pedro, y J. Rodriguez
(2014), quienes a través de diferentes autores, detallan las principales razones para utilizar los

Juegos como recurso didactico en el aula, de las cuales destacan:

e Son actividades atractivas y aceptadas con facilidad por los estudiantes que las
encuentran novedosas, las reconocen como elementos de su realidad y desarrollan su
espiritu competitivo. Ademas, el Juego estimula el desarrollo social de los estudiantes,
favoreciendo las relaciones con otras personas, la expresion, la empatia, la cooperacién
y el trabajo en equipo, la aceptacion y seguimiento de unas normas, la discusion de ideas,
y el reconocimiento de los éxitos de los demas y comprension de los propios fallos
(Chamoso et al., 2004).

e En el ambito matematico, el paralelismo existente entre las fases de los juegos de
estrategia y la resolucion de problemas fomentan el descubrimiento de procesos
heuristicos en los alumnos (Corbalan, 1996, Gairin et al., 2006, Edo et al., 2008 y
Hernandez et al., 2010). Los juegos desarrollan capacidades cognitivas en los tres niveles
de representacion: enactivo, iconico y simbolico. Requieren esfuerzo, rigor, atencion y

memoria, y estimulan la imaginacién (Alsina, 2007).
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e Destacan por su utilidad en el tratamiento de la diversidad. En el aula de matematicas,
Contreras (2004) sefiala la utilidad de los juegos «como recurso motivador para los
alumnos con mayores dificultades, y también como origen de posibles investigaciones
para alumnos destacados».

Por otra parte, es importante puntualizar que para la utilizacion del Juego en el aula no
existe una unica técnica, pues puede ser tan diverso como la cantidad de Juegos existentes.
Segun Gairin Sallan (1990) existen consideraciones para el profesor que decida practicar Juegos
con sus alumnos, especificamente sobre el modo en que hay que proceder, y que se han obtenido
al observar diferentes situaciones que se han presentado a lo largo de la experimentacion, de las

cuales destacan:

1. Es necesario que el profesor practique el juego antes de presentarlo a sus alumnos.

2. El juego hay que proponerlo a los alumnos en el momento preciso. Es decir, que hay que
determinar si el juego corresponde al nivel pre, co o post-instruccional. Y en el Ultimo
caso hay que practicarlo relativamente proximo al momento en que se introdujo la
instruccion.

3. El juego ha de utilizarse para el fin adecuado. Los alumnos deben conocer que el juego
sirve para potenciar su aprendizaje y, por tanto, no ha de practicarse para cubrir tiempos
muertos.

4. EIl juego hay que practicarlo en la forma correcta. Antes de iniciar el juego hay que
dedicar alguna sesion para que los alumnos conozcan el material, para que se entiendan
a fondo las reglas, para que todos conozcan la forma en que se gana o se pierde.

5. Todos los alumnos han de participar en el juego, que sea una actividad igual para todos,
aunque en el desarrollo del mismo pueda haber grupos de alumnos que lo practiquen con
diferentes grados de dificultad.

6. Arbitrar medidas para que la solucion de juegos de estrategia lo puedan alcanzar todos,
que no se haga publica la solucién para que a ningan alumno (con las ayudas necesarias),
se le hurte el placer de descubrir el resultado con sus propios medios. En ese sentido
puede resultar interesante que el profesor tenga previsto pedir al alumno que ha

encontrado la solucion que trate de extender sus resultados a situaciones mas complejas.
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7.

El profesor puede recurrir a los juegos comercializados o publicados para ponerlos a sus
alumnos. Para hacer la eleccién més conveniente, el profesor debe hacer preguntas como
las siguientes: ¢Sirve el juego para los objetivos propuestos?, ¢Qué conocimientos
necesita el alumno para practicar el juego?, ; Qué habilidades se requieren para practicar
el juego?, (El juego es atractivo teniendo en cuenta la edad y maduracion de los
alumnos?, ¢Los alumnos tienen limitaciones fisicas para practicar el juego?, ¢Hay
problemas de costos o de espacio para la practica del juego?, ¢Existe algin compariero
que haya experimentado el juego en situaciones similares a las de mis alumnos?

Si el profesor decide elaborar un juego para que lo practiquen sus alumnos es
conveniente recordar que hay muchos juegos, educativos o no, que ya han sido
inventados, que llevan mucho tiempo practicandose y que suelen ser conocidos por los
alumnos. Por ello, es bueno buscar un juego entre los existentes, para después modificar

las reglas y/o los materiales y adaptarlos a nuestros intereses pedagdgicos.

Para finalizar, es importante mencionar el rol del profesor o profesora, cuando se utiliza

una metodologia del Juego. Para esto, se considera lo mas prudente y logico, tomar el rol del

profesor como un mediador del aprendizaje, el cual no es exclusivo para el Juego, sino que se

enmarca en la busqueda de aprendizajes significativos desde una perspectiva constructivista. En

este aspecto se toman las principales caracteristicas de las presentadas en Ledn (2014, pag. 145)

acerca de un docente mediador:

Propicia espacios de interrelacion, intercambios de conocimientos de didlogo y de
apertura, donde él y el aprendiente son participes activos del proceso pedagdgico

Tiene la intencién de facilitar el aprendizaje significativo: favorece la trascendencia,
guia el desarrollo de estrategias, enriquece las habilidades basicas superando las
dificultades.

Anima a la busqueda de la novedad: fomenta la curiosidad intelectual, la originalidad y
el pensamiento divergente.

Debe ofrecer el conocimiento como una actividad agradable, que genere placer en el
proceso de aprendizaje y en su aplicacién a la vida cotidiana.

Despierta un sentimiento entremezclado de valores como libertad, humildad,

responsabilidad, amor, y respeto por todos y todo.
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e Emplea diferentes tratamientos pedagdgicos segun las demandas de los aprendientes.
e Desarrolla en los estudiantes actitudes positivas: haciéndoles vivir unos valores para que

los hagan operativos en su conducta dentro de su realidad sociocultural.

Por desgracia, todo lo anteriormente mencionado queda debilitado pues, como lo sefialan
Garrido y Carcamo (2020, pag. 20),

“Si bien el valor del juego en relacion al aprendizaje ha comenzado a abrirse un espacio
en las preocupaciones publicas de educacion de algunos niveles educativos (especificamente
educacion inicial), es necesario que esto se traduzca en una politica publica a todo nivel
educativo, que tenga relacién con abrir espacios de juego en la escuela, tales como ludotecas

que proporcionen material concreto para los docentes a la hora de integrar el juego en el aula.”

Es asi como la falta de politicas publicas que apoyen y fomenten el uso de Juegos en el
aula de clases, afecta negativamente en la busqueda de nuevas metodologias para la ensefianza,

en particular el uso de recursos ludicos y Juegos.

El Juego y la Combinatoria

“La combinatoria es el nucleo basico de todos los juegos en los que se pide enumerar
las distintas formas de realizar una tarea, muchos de ellos sin resolver aun, como el de
averiguar el niamero de formas distintas de plegar una tira de sellos, el problema del viajante ”.
(de Guzman, Juegos y matematicas, 1989). Asi, como menciona el autor, en el inicio del estudio
combinatorio y probabilistico, la Combinatoria es utilizada en Juegos muy populares azar,
resolucion de problemas de la época y magia de alquimistas, segin se menciona en Fernandez
(2007)

Cuando se investiga sobre la Combinatoria y su relacién, o ensefianza a traveés, de Juegos,
es comun encontrar las llamadas preguntas de ingenio o de razonamiento, por ejemplo en
Perelman (1980) se busca motivar el interés en el lector, por el estudio sistemético de la
Aritmética, pues segun se menciona, “lo que en un principio es solo curiosidad, posteriormente
se puede llegar a transformar en un anhelo” Asi es que, por ejemplo, en el primer capitulo
“Desayuno y rompecabezas” €l autor propone un “ingenioso truco” para sorprender a los

presentes, denominado ¢Quién ha cogido cada objeto?, este consiste en pedirle a tres
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participantes que escojan, de manera secreta, entre tres objetos, uno cada uno. Esto para que,
luego de otros diferentes pasos, “adivinar” quién de esos tres participantes tiene cada uno de los
tres objetos. La manera en que el truco resulta esta basada en un razonamiento combinatorio de
los casos posibles, y asi lograr “adivinarlo”. Como este ejemplo, existen muchos mas en
“Matematicas recreativas” Perelman (1980) que realiza una mirada importante, pero no nueva,
de cémo la Combinatoria no es solo utilizacion de formulas para el calculo de probabilidades,

si no como la base de diferentes juegos de ingenio, trucos, entre otros.

Lo anterior se ha escrito como ejemplo para mostrar que la Combinatoria tiene una
profunda relacion con el juego, lo cual seré utilizado para contrastarlo mas adelante, con las
metodologias que actualmente se utilizan para el proceso de ensefianza aprendizaje de las

técnicas Combinatorias.

Historia de las técnicas de conteo

Es importante contextualizar el estudio de la Combinatoria a lo largo de los afios. Para
esto encontramos la cronologia hecha en Vargas (2015), la cual presenta algunos aspectos
relevantes en el camino del descubrimiento y aprendizaje, a lo largo de la historia matematica
de la Combinatoria.

La primera aparicion se encuentra en la conocida leyenda de Los Cuadrados Magicos,
del siglo XXII AC, la cual narra la historia de como el emperador chino Yu se encuentra una
tortuga magica que dispone, en su caparazén, los numeros del 1 al 9 de tal forma que la suma

horizontal, vertical o diagonal siempre sea un numero constante. Asi como muestra la imagen:
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La historia de la Combinatoria contina con su utilizacion en otras &reas de la
matematica, hasta que, en el siglo X VI, los trabajos de Fermat y Pascal inician la vision, de que
el analisis Combinatorio debe trabajarse con estudios formales, tal y como otros campos de la
matematica. Asi en el siglo XVII Wihem Leibniz, en Dissertartio de Arte Combinatoria,
introduce formalmente el término combinatorio, el cual se consolida con el articulo de Ars
Conjectandi (el arte de conjeturar) de J. Bernoulli, donde para trabajar la probabilidad, requiere
dejar establecido nociones de Combinatoria. Con esto se inicia la investigacion de la
Combinatoria como una disciplina cientifica, es decir, siendo tratada tal y como otra rama de la

matematica.

Bases curriculares

El MINEDUC entrega, el afio 2015, las bases curriculares para 7°béasico a 2°medio, de
acuerdo con la Ley General de Educacion de 2009. Este es el principal documento del
Curriculum nacional, por lo que, a pesar de su flexibilidad para ser aplicado, es utilizado casi en

su totalidad en las planificaciones escolares.

Este documento se organiza a partir de objetivos de aprendizaje, de esto menciona que,
“Las Bases Curriculares, por medio de los Objetivos de Aprendizaje (OA), definen la
expectativa formativa que se espera que logren las y los estudiantes en cada asignatura y
curso.” (Ministerio de Educacion de Chile, 2016).

En la asignatura de matematica se espera desarrollar cuatro principales habilidades:
Resolver Problemas, Argumentar y Comunicar, Representar y Modelar. Ademas los
conocimientos se organizan en cuatro ejes tematicos: NUmeros, Algebra y Funciones,

Geometria, y Probabilidad y Estadistica (Ministerio de Educacion, 2015)

En particular, el eje de Probabilidad y Estadistica busca que los y las estudiantes sean
capaces de interpretar y analizar la informacion de datos estadisticos, comprendiendo el rol de
la probabilidad en la sociedad misma, para asi ser utilizada como una herramienta diaria.
(Ministerio de Educacion, 2015).

Con respecto a los Métodos Combinatorios, o de Recuento, estos se encuentran en las
bases curriculares en 2°medio, en el eje de Probabilidad y Estadistica, en el objetivo de

aprendizaje numero once: “OA11l. Utilizar permutaciones y la combinatoria sencilla para

16



calcular probabilidades de eventos y resolver problemas.” (Ministerio de Educacion, 2015).

Para los cuales se consideran los siguientes indicadores de evaluacion:

e Realizan permutaciones de hasta cinco elementos, con material concreto o
pictoricamente.

e Reconocen el patrdn con el cual se aumenta el total de posibilidades si se agrega
un elemento.

e Aplican el término “n!” en la resolucion de problemas azarosos.

e Combinan las permutaciones con el sorteo al azar, con o sin reposicion.

e Resuelven problemas de juegos de azar y de la vida cotidiana, aplicando
combinatoria y permutaciones.

(Ministerio de Educacién de Chile, 2016)

Por otra parte, en el programa de estudio para 2° medio, se encuentran, para la ensefianza
de este contenido, ocho propuestas de actividades y una de evaluacion. A continuacion se

detallan cuatro propuesta de actividades y la de evaluacion.
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Propuesta de actividad 1y 2

Resolver
problemas

Utilizar estrategias
avanzadas. (0OA a)

Resolver
problemas

Utilizar estrategias
avanzadas. (OA a)

160 MATEMATICA |

En una carrera de Formula 1, los autos no parten de la misma linea. Se fija una
posicion de partida para cada uno, segin los resultados del entrenamiento.
Una buena posicién de partida mejora la posibilidad de ganar la carrera. Los
mejores pilotos actuales del torneo, como Vettel, Alonso, Hamilton y Rdikdnen,
siempre luchan por las primeras cuatro posiciones de partida.

mﬁ
s
=

* [Jeterminan sistematicamente todas las permutaciones de las cuatro posiciones
de partida; por ejemplo: la permutacién (V, A, H, R) significa primera
posicion Vettel; sequnda posicion, Alonso; tercera posicion, Hamilton; v
cuarta posicion, Rédikonen.

* Responden cudntas permutaciones habra si se considera adicionalmente la
quinta posicion de partida. Explican las respuestas sin mencionar todas las
permutaciones.

El profesor de Matematica va al colegio solamente con camisas blancas o
moradas. Para variar su presencia tiene, ademas, tres tipos de corbatas:
unicolores, rayadas y punteadas.

* :Es posible que el profesor vaya al colegio los cinco dias de la semana con
diferentes tipos de combinaciones, sin repetir ninquna?

Programa de Estudio | 2° medio

A un costado se detallan las habilidades a desarrollar, bajo las cuales se propone un

objetivo de actitud.
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Propuesta de actividad 5y 6

Modelar 5 En el desarrollo de un medicamento trabajan cuatro clentificos; se elegird a

Apstar watelin dos de ellos para que gestionen la parte financlera de la investigacion. No
acevciindolos & e ";'; habra ninguna prioridad entre las personas elegidas,

a. Elaboran un modelo para la eleccion azarosa de las personas encargadas
de a parte Nnanclera.

b. Responden: ;Cudntas posibilidades de pares de personas hay?

¢, Comparan ol namero de posibitidades con ol resultado del ejercicio ¢ de la
actividad anterlor. Explican y comunican la diferencla.

Argumontar y & El contro de alumnos de un coleglo pretende realizar una rifa a modo de “mini

comunicar loto”, con 6 bolitas numeradas del 1 al 6. Todavia no saben si haran un sorteo
Domestrar sesailladons e del tipo “2 de 6" 0 “3 de 6",
tdentificar sallos o emores
en of procea, (OA )

* Los alumnos y las alumnas conjeturan acerca de qué tipo de sorteo tiene
mas posibilidades: el “2 de 6" o el *3 de 6"

* Determinan sistematicamente ol namero de posibitidades para los dos tipos
de sorteo.

* Conjeturan, sin realizar ningan cilculo, acerca del namero de posibitidades
do ambos sorteos, sin importar el orden de los nameros sorteados. Razonan
y comunican la conjetura.

Observaciones a la o el docente

Se sugiere al profesor o la profesora usar este tema para resaltar y valorar el
aporte de los datos cuantitativos para comprender la realidad social, (OA E)

162 MATEMATICA | Programa de Estudio | 2° medio

En algunas actividades, como el caso de la nimero 6, se detallan Observaciones a la
o el docente.
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Es importante mencionar que, en las ocho actividades propuestas para la ensefianza de
Métodos Combinatorios, se detallan las habilidades y actitudes a desarrollar con cada una de
ellas. En cuanto a las habilidades solo se menciona Resolver problemas, Modelar, y Argumentar

y comunicar.

En cuanto a la evaluacion, en el mismo material se propone una, en la que se detalla una
actividad, con indicadores especificos, y criterios para tal evaluacion. Tal y como se muestra en

la siguiente imagen:
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EVALUACION 2

Objetivos de Aprendizaje
oA 11
Uilizar permutaciones y la combinatoria sencilla para caloular probabilidades de eventos y resolver problemas.

Indicadores de Evaluacidn

* No consideran La aplicacidn de la farmula “n sobre k",

* Reconocen que &l orden en que los tres mejores lleguen a la meta no importa, y consideran los & triples -por
ejemplo (ABC), (ACE), (CBA)- como un solo triple.

* [Determinan sistemiticaments todes los triples.

* [alculan correctamente lzs probabilidades.

S e scowuco

La resolucidn de esta actividad se puede agregar al = Elaboran un esquema para determinar sisbemiticamente
Portafolio. los triples de tres alumnos o alumnas,

o S\ T e i e t onal de " Determinan comrectamente el nimero de los triples,
atletismo escolar, & profesor o la profesora realiza una  * A.pl'ieanelr_l'mdelulaplacepancalmlarlap‘rnbahi'ﬂai
camera de seleccion para averiguar cuiles son 3 de los  de la actividad b
& mejores alumnos. o alumnas de la competencia de 100 = Eligen un esquema nuevo para la actividad ¢, o utilizan
m, para que representen a su colegio. el esquema antenor reducienda el total de parbicipantes.
a. Responden: ;Cuintas posibilidades de seleccién de 3

alumnas o alumnes hay?
b. Entre los 5 alumnos o alumnas que participan en la

camera, hay 3 del mismo curso. ;Cuil es a probabilidad

de que 3 estudiantes califiquen para el campeonato, i

todos tienen apraximadamente el mismo rendimiento?

At

. Antes de realizar la carrera de seleccion, una alumna
o un alumno se retira voluntaramente, Determinan
sistematicamente las posibilidades de elegir a las 3
alumnas o los 3 alumnos para el campeonato.

MATEMATICA | Programa de Estudic | 2° medio

173

L4
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Por otra parte, en conjunto con la publicacion de las bases curriculares, se entregan los
estandares de aprendizaje para la educacion. Estos “(...) son una herramienta que permite
determinar qué tan adecuados son los aprendizajes de los y las estudiantes en relacion con los
objetivos planteados en el Curriculum nacional” (Ministerio de Educacion, 2015), y se
organizan segun niveles de aprendizaje, definiendo asi aprendizajes minimos para alcanzar cada
uno de esos niveles. Para el sistema educacional chileno se definen tres niveles de aprendizaje:

Adecuado, Elemental, e Insuficiente.

En el caso de la unidad de Datos y Azar de 2°medio, se observan los siguientes

estandares para alcanzar el nivel adecuado y elemental:

+ Extraer informacion a partir de datos agrupados presentados — « Extraer informacion a partir de datos presentados en tablas,
en tablas, histogramas, graficos de barras, drculares o de graficos de barras, circulares o de lineas, y realizar calculos.
lineas, y realizar cilculos e inferencias.

+ Interpretar medidas de tendencia central (media aritmétics, =« Calcular medidas de tendendia central (media aritmética,
mediana y modal, de posicion (cuartiles, quintiles y deciles) y mediana y moda) de un conjunto de datos no agrupados.
de dispersion (rango) en situaciones cotidianas con datos no
agrupados.

+ Comparar dos conjuntos de datos a partir de sus medidas de
tendencia central y de dispersion.

+ Determinar [a probabilidad de ocurrencia de un evento, de '+ Determinar la probabilidad de ocurrencia de un suceso simple
su complemento y de un evento formado por la union de enunexperimento aleatorio, mediante frecuencias relativas o
dos sucesos simples en un experimento aleatorio, mediante el modelo de Laplace.
frecuencias relativas o el modelo de Laplace.

A laizquierda, requisitos minimos para alcanzar el nivel de aprendizaje adecuado, y a la
derecha, requisitos minimos para alcanzar el nivel de aprendizaje elemental. Obtenidos de
(Ministerio de Educacién, 2015, pag.45)
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Textos escolares.

Texto escolar publico.

El principal insumo para la ensefianza de Métodos Combinatorios en Chile es el texto
para el estudiante, el cual es otorgado de manera gratuita a los establecimientos educacionales
municipales, siendo un complemento para el aprendizaje en clases, pues, adicionalmente a este
se le entrega al docente una guia didactica que acomparia el uso de dicho texto. En estos

materiales de apoyo se observa la siguiente linea de trabajo:

1) Actividad de problematizacién: Donde se propone un trabajo grupal para introducir

el contenido y lograr un desequilibrio con los aprendizajes previos.

2) Actividades de modelacién: Donde los estudiantes siguen un modelo que les da la
solucidn al problema anterior, el cual luego deben replicar en otros problemas.

3) Institucionalizacion: Se materializa lo anterior a través de un cuadro al final de la

pagina, el cual recoge lo estudiado y lo resume con las formulas correspondientes.

4) Actividades de practica: Corresponde a ejercicios y problemas para ejercitar lo

aprendido.

La ensefianza de Métodos Combinatorios, en el texto de matematica para el estudiante
de 2°medio (Ministerio de Educacion de Chile, 2018), se encuentra en la unidad 4,
correspondiente al eje de Probabilidad y Estadistica, leccién nueve, “Técnicas de conteo”, e
inicia con la ensefianza de la aplicacién del principio multiplicativo, siendo este el tema uno,
denominado: “;Cudndo se aplica el principio multiplicativo?”. Se continua con el tema dos,
llamado “¢;Qué son las permutaciones y las combinaciones?”, en la cual se aplica la

metodologia anteriormente explicada de la siguiente forma:
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1) Actividad de problematizacion: El texto inicia el tema con un problema cotidiano,

en busqueda de que pueda resolverse intuitivamente.

256

Loccidn ¥

+ Tema 2: ;0ué son las permutaciones y las combinaciones?

S (Quéd aprenderé?

A reconocer las variaciones y las
combinaciones, distinguirlas de
Las permutacienos ¥ caleularlas,

o hara qui?

Para aplicar las permutacienes,
varlachones y combinacionos an
la resolucidn de problemas de
prababilidades,

he
= Matemdtica en el deporte

" La idea de la fase pOr grupog

protende que cada paricipante
pueda asogurar un minmo de
partidos jugadas que ustifiquen
su clasificacion y participacion,
Fue creada a partr de los cam-
peonatos mundiales de Htbol,
ya gl anbiguaments muchos
futbalistas no eran profesiona-
livs [tendan sus propios emplees)
y Lo manyoria die los viages largos
s realizaban en barco, En
#5058 Hempos, no era un buen
estimulo abtener ol permiso de
viajar para todos, navegar va-
ruas Somanas, para porder solo
un partids y ener que regresar

inmedialament,

Unsdad & = Probaiiadad y esElsinc

W Ak vl grupal
Muchos campeonatos, de diversas disciplinas, se organizan en
dos lases; la primera, conocida como ~de grupos”, en la que s
primeros lugares de cada grupo clasidican a la siguiente ¥ la se-

gunda, de “eliminacian directa”, donde ol ganador permanece en
competenciay el perdedor queda eliminado.

El Campeonato de Fatbol Sudamericano Sub-20 se desarrolla en
dos ases, En la lase inicial se organizan dos grupos de & palses
cada uno, Les primeros 3 lugares de cada grupo pasan a la (ase
final.

L1 Consideren los grupos sorteados para el Campeonato Suda-
mericano Sub-20 Ecuador 2017, clasificatorio para el Mundial
de Fitbol Sub-20.

E Ecusdor = Argenting

: Colombia E Uruguay
B8 o N

a. ie cudntas maneras puede ordenarse el grupo A7
Comenten y decidan la mejor forma de contar o5 casos
sin repelirlos mogque falte alguno.

b. De cada grupo, clasifican los tres pnmeros eqguipos ala
segunda fase. Segdn estas posiciones se deline el orden
de los partidos, por Lo tanto, es importante si lo hace en
primer, segundo o ercer lugar, En el grupo A, pqué com
binaciones positdes hubo para los res primeros lugares?
Escriban todas las posibilidades.

£, JCudntas son todas las combinaciones posibles para los
tres primeros lugares?

JCdmo se relaciona esta cantidad con la cantidad de
selecciones que participaron en el campeonato y la de
equipos gue clasifican a la segunda fase? Expliquen.
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2) Actividades de modelacion: El texto trabaja una situacion particular para encontrar

la formula, esto a través del razonamiento necesario para resolver un problema. Este ya esta

resuelto, y busca que los y las estudiantes repliquen lo hecho, en ejercicios posteriores.

258

Leccidn 9

\ Ayuda_/
-

Un diagrama de arbol permite
representar una secuencia de
realizaciones de un experimenta.
En cada etapa, sus ramas indi-
can la cantidad de casos posi-
bles gue existen para cada una.

(i) —————

Factorial: de cualquier nimera
natural n al producto de todos los
numeros naturales menores o
iguales que &l

nl=n«n-1._-3.2:1
Variacion: de m elementos toma-
dos de nenn [conm =nlalos
distintos grupos formados por n
elementos de lorma gue no entran
todes los elementos ni se repiten,
pero sfimporta el orden de los
elementos en el grupo.

Unidad & = Probabilidad y estadistica

4

)

Actividades de modelacidn

1. La profesora Valentina debe seleccionar entre 5 de sus alumnos
lAndrés, Bruno, Carla, Diego y Eugenial a 3 de ellos, los cuales
representaran al liceo en una competencia. jCuantas posibilidades
tiene de hacerlo?

Una forma de resolverlo es mediante un diagrama de drbol, pero tam
bién es posible imaginar que lo construye para contar las posibilida-
des. Observa.

50 )

PRS0 6

S0 €)

SiValentina tuviera que escoger en orden a sus alumnos, ten
dria 5 posibilidades para escoger al primero. Luego, para esco-
ger al sequndo, tendria solo 4 posibilidades, 3 para el tercero,
2 para el cuartoy 1 para el quinto.

Por lo tanto, en el diagrama de drbol se poedrian ver:

G4+ 342+1 =120 posibilidades.

Esle produclo, 5+ 4+ 3+ 2+ 1 corresponde a 5 factorial, que se
escribe 51

Ya que Valentina debe escoger solo a 3 de sus alumnos, el dia
grama de arbol habria llegado hasla la lercera elapa,
es decir, habria tenido solo b« 4 « 3 = 60 posibilidades.

Dbserva que, al “suprimir” las dltimas dos etapas en el dia-
grama de arbol, se ha debido dividie por 1+ 7 = 2 el nimero de
casos de esas etapas, es decir:

g0~ 120 Hehe3.2.7 5 al_
2 241 21 15 -3
[55! A le llamaremos variacién de 3 objetos esco
gidos entre b, y corresponde a la cantidad de formas en que
se puede escoger, en orden, 3 objetos entre & disponibles. Se

anola en esle caso Como V.‘:.

Al ntimero

Al considerar estos 40 casos, se estd pensando que escoger,
por ejemplo, a Andrés, Bruno y Carla es distinto que escoger a
Carla, Andrés y Bruno,

Entonces, ya que las 3 personas pueden ordenarse de
=3+2+1= 6 maneras, se debe dividir los 60 casos por estas
& maneras, para oblener las formas de escogerlos sin importar
el orden:

ol
80 qg. 21 _ 5 &I
[ LI L B e 1T

P 5| ) P
Al ndmera g le lamaremas combinacian de

b sobre 3, y corresponde a la cantidad de formas en que
podemaos escoger, sin importar el orden, 3 objetos entre
5 disponibles.
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3) Institucionalizacion: EIl texto resume el contenido trabajado en un recuadro con las
definiciones, formulas, y algunas propiedades.

Sim, n € a N, entonces:

* Se llama permutacién de n elementos [se escribe P | a la canti-
dad de formas en que se pueden ordenar en una fila y se puede
calcular como

P =n!

+ Se llama variacion de n elementos escogidos entre m [se escri-
be V™) a la cantidad de ordenamientos posibles de n elementos,
escogidos entre m. La cantidad de ellos se puede calcular como:

m _ _m!
o (m-n)!

= Se llama combinacion de n elementos escogidos de entre m a
la cantidad de posibilidades que hay de escoger n elemenlos de
un total de m, sin que importe el orden en que son escogidos.

La cantidad de combinaciones se escribe come C7, y se puede \Mﬂdﬂ p e
calcular como: =N 3 \
_m!_ g T e 8
cm = E = m- nll = m! C b € bc "|
" n! n! nls(m-n)!
> m! - m
« |a expresion STen=nil suele escribirse como ( B ) ~que se lee

“m sobre n"- y recibe el nombre de nimero combinatorio.
+ Algunas propiedades de los nimeros combinatorios son:

* Cualquier nimero sobre 0 es iguala 1.

()

* Todo ndmero sobre si mismo es igual a 1,
ny _
(n) =
« Un ndmero sobre 1 es siempre igual al nimero.

f1)e0
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4) Actividades de practica: Para finalizar la leccidn se presentan ejercicios y problemas
muy variados, que buscan poner en préctica lo aprendido, y con esto finaliza el tema 2 de la
leccion 9.

Leccién 9

Actividades de prdctica

1. Cinco estudiantes se presentan de candidatos para la directiva del
curso. Si se debe escoger a tres de ellos para ocupar los cargos de
presidente, secretario y tesorero, ;cudntas son las distintas directi-
vas posibles?

2. Gustavo tiene una coleccién de 40 revistas de cédmics, de las cuales
ha decidido regalarie 6 a Florencia, las que ella escoja. (De cudntas
maneras puede elegir las revistas Florencia?

3. Apartir de un grupo de 10 jugadores disponibles, se quiere formar
un equipo de futbolito de 7 jugadores. ;De cudntas maneras se
puede hacer?

4. Un profesor distribuye a sus estudiantes en filas en la sala, de
modo que cada fila tiene & puestos. Si en total hay 7 filas, jde cudn-
las formas distintas puede formarse la primera de ellas?

5. Rosario se cambié de departamento y quiere invitar a algunos de
5Us amigos para que lo conozcan. Como tiene poco espacio, deci-
de invitar a 10 de ellos, pero en grupos de 5. ;De cudntas maneras
diferentes puede hacerlo?

6. Los estudiantes de un curso han organizado una rifa a beneficio de
uno de sus companeros, para el que venderdn boletos en toda la
comunidad del colegio. Cada boleto tiene 4 ndmeros impresos, que
estdn entre 01y 30 [ambos inclusive), ELdfa del sorteo se utiliza-
ré unatémbola con bolitas numeradas del 01 al 30 y se extraeran
cuatro de ellas sin reposicion. Se adjudicard el premio mayor quien
tenga en su boleto los 4 ndmeros que se sacaron, Siningan boleto
esld repetido, jcudntos se pueden haber impreso [como maximo)?

; s 7. Ladirectora técnica de un equipo femenino de basquetbol debe de-
( G'ﬂﬂ"!’_) = finir a las jugadoras que integrardn la seleccién para un campeona-
En un equipo de basquetbol, nor 10, En su equipo completo dispone de 5 bases, 8 escoltas, 10 aleros,
malmente, el base es el director 4 ala-pivot y 7 plvot.
del equipo sobre Ly cancha,
El escolta o4 a menudo el mejor
tirador, especilmente a gran dis
tancia del aro. ELalero habitual
mente tiene capacudad para llegar
a canasta con rapuez manejando
la pelota, EL ala-pivot suele ser un
jugador corpulente que se desen
vuelve cerca del aro, Por ultimo, el
plvot acostumbra a ser el pgador
mis alto y corpulento del equipo. |

a. Enla ndmina final ene pensado incluir a tres jugadoras por cada
posicion. (De cudntas maneras puede formar su seleccion?

b. Ella ademas definird para cada posicion la calidad de titular, su-
plente y sparring, es decir, integrante del equipo de entrenamien
to. Con estas condiciones, (e cudntas maneras puede nominar
la seleccion final?

260 | Unia 4 « Probiabildiad y esEisnc
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8. Ungrupo de 4 amigos se encuentra jugando cartas con un naipe inglés (52 cartas),

51 cada uno de ellos rocibe & cartas ol azar, sigulendo el orden en el gue es1an sonta-
dos, joudntos posibles repartos hay?

Alejandra disend un sorteo en el gue se escogerdn 12 belitas de una tdmbola, de un
total de 20 bolitas, numeradas del 01 al 20, Cada participante del sorteo tendrd un
cartdn con 12 ndmeros, ¥ resultard ganador guien enga todos los ndmeros escogi-
dos, Marcelo le sugiere que, en lugar de 12 ndmeros, escojan 10, pues habra mayores
posibilidades de ganar, ya que habrd menos cartones posibles, jEstds de acuerdo con
Marceloe?, | por quét

10, ;Cuantos nomeros de ¥ cilras se pueden lormar utilizando tres 2y cuatro 37

11. Demuestra que s py g son dos ndmeres enteros de modo gue p = q = 0, se cumple

we(@)Go) ()

12, Una reja de alambre tiene (a siguiente formas;

(£Qué upgid[h_w?-"} = — S ~

L

(4]

A H O D E F G H

Unear gota de agua s encuentra en el punto Py en cada unidn de los alambres pusde rse
por la derecha o la izquierda.

a. ghogué punios puede Hegar en el Alomo nivel? i Crees que alguisn ha

pensado en una soluctn

¥ . ey 2 - & sensls =)
b, De cudntas maneras puede legar a cada uno de ollos? diferania?, ;por qué?

Explica,

\

I] En un campeonato de voleibol participan 12 equipos, cada uno de los cuales juga-
ra conira cada rival un solo partido. Al finalizar, se eniregaran premios a los tres
primeros lugares.

a. ;Cudntos partidos se jugardn en total?
b. ;De cudnias maneras diferentes puede conformarse el podia?

ﬂ Para una representacidn folclorica se necesita formar un grupo de 4 estudianies

de un taller de & integrantes. ;Cudntos grupos diferentes se pueden formar? Cuaderng
I pigina 124

——— R _—_
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Para terminar la leccion, se presenta el tema tres, denominado “;En qué se aplican las

combinaciones?”, siguiendo la forma presentada anterior, el texto se organiza asi:

1) Actividad de problematizacion: El texto propone una actividad de inicio que

continua con el contexto del tema anterior

Leccitn 9

+ Tema 3: ;En qué se aplican las combinaciones?
." .f,ollé mm? &8 ® Actividad grupal

A aplicar las combinaciones (ﬂl:’

en la resolucion de problemas

catidianas, Cuando se organiza un campeonato de fitbol, en el que los
. equipos participantes juegan todos contra tedos, generalmente
W iPara qué? se intenta que el partido entre los dos equipos que atrasn mas
Para distinguir las combina- plblico se realice en algunas de las fechas centrales, de modo
ciones de las permutaciones que exista una mayor expectativa por el partido, es decir, por una
¥ poder decidir en qué casos parte que no se juegue con el campeonato ya definido y, por otra,
corresponde uno o el olro. que no resulte ser una final anticipada.

Si se esta organizando un campeonato de fatbol en el que partici-
pan 12 equipos:

(1] ;Cudntos partidos se deben jugar en total?

B iEn cuantas fechas es posible completar el campeonata?,
ipor qué?

B En su cuaderno, construyan una tabla en la que se muestre
el desarrollo del campeonato, es decir, cuales partidos se
juegan en cada fecha. Consideren que cada equipo juega solo
un partido por fecha.

Luego, organicen un orden posible para cada partido. ;De
cuantas maneras distintas se podrian ordenar? Expliquen.

ﬂ Si se prueba haciendo el calendario de los partidos al azar,
;cudl es la probabilidad de que el partido entre los dos equi-
pos favoritos se jueque entre las fechas 7 y 9 [ambas inclusi-
vel? Justifiquen su respuesta,

Individual mente Brupalmente
iComo trabajé el taller? ) \

{Lémo trabajé mi com- Individual mente . Grupalmente .
paiienalal el taller?

262 | Unidad & = Probabilidad y estadistica
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2) Actividades de modelacién: El texto propone tres problemas donde se utilizan las

diferentes técnicas de conteo para el célculo de probabilidades, un ejemplo de esto es el siguiente:

Actividades de modelacidn

1. Cada competencia deportiva considera una instancia de desempate
si es necesario determinar un ganador. Por ejemplo, en el tenis, se
recurre al tie break para desempatar los sets. En el basquetbol se

agregan tiempos adicionales de 5 minutos. En el caso del fitbol, se
utiliza generalmente la definicién por penales.

Siun equipo cuenta con 11 jugadores al comenzar los penales:

a. ;De cudntas maneras se puede escoger a los cinco primeros
jugadores que pateardn, si luego entre ellos definiran el orden
que seguiran?

¥a que los jugadores acordaradn el orden en que tiraran después
de ser escogidos, la eleccidn inicial no considerara el orden.
Por lo tanto, se trata de una de

5 elementos entre 11. En total seran:

- —
{ %

A o

b. Sidos jugadores quieren calcular la probabilidad de ser esco-
gidos ambos entre los cinco primeros tiradores, jqué calculos
deben realizar?

Podemaos considerar todas las elecciones en las que dos jugado-
res fijos se encuentran presentes. En este caso, el problema se
traduce en escoger solo 3 jugadores entre los 9 restantes,
es decir:
¥ o o

Carg -3 ai.a
La probabilidad, por lo tanto, corresponde al cociente entre los
casos favorables y los casos totales. Asi:

51
p. G _ 3.8 _ 9 5l.g
[P LI LPY R I —
' 51 61 N
Ir" "
L )

Por lo tanto, para dos jugadores determinados, la probabilidad de

ser escogides ambos dentro de los primeros cinco tiradores

]

(_Glosario J
Definicion por penales: sene
de lanzamientos desde el pun-
to penal, para los que ambos
equipos deben comenzar los tinos
con igual cantidad de jugadores.
Primero, s lanzan cinco 1iros por
cada equipn, en forma alternada,
al cabo de los cuales gana quien
haya anotado mas veces. 5i al em-
pate persisie, contingan lanzado
un ro cada equipo hasta que uno
anota y el otro falla. l

Mo/

Recuerda que el factorial de un ll
nameroe representa una mulbipl
cacion; luego, una expresion con
fracciones y factoriales gene-
ralmente puede saimpliicarse.
Observa.

Bl _&l.&! Bl &l b5l
-4 100 G1-41 10-9-8

-1
0.9 2-3°3 |
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3) Institucionalizacion: Al finalizar los ejercicios guiados, el texto escolar resumen lo
trabajado a través del siguiente cuadro.

Los problemas que involucran probabilidades se pueden resolver ublizando vanacio-
nes, combinacionas y el principio multplicativo.

Dependiendn del caso de que se trate, es importante diferenciar 5i (3 situacidn involu-
cra permutaciones o combinaciones, analizando si el orden es importante o no en la
determinacion de los casos.

Finalmente, se calcula el cociente entre [os casos favorables y los casos totales,

simplificando los factores y factoriales presentes seqin corresponda para expresar el
resultado como fraccién irreductible.

Matamanca » 2. Medio | 265
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4) Actividades de practica: El texto presenta ejercicios donde se busca calcular

probabilidades en diferentes contextos. El tema finaliza con la siguiente actividad:

a4

FiepoL

6. Enel poker, se llama “mano” a las cinco cartas que recibe cada jugador. EL juego con-
siste en lormar alguna de las siguientes combinaciones:

Nambre Descripeian

B cartas sequidas, de la misma pnta,
el 10 al As,

Escalera de B cartas sequidas, de la misma pnia, sin
color el s coma cara mas alta,

|Jn
]
&

=

Escalers Real

- X

=
LR EEAE

Pakor & cartas del mismo valor,

=

Full 3 cartas de wpaal valor y oiras 7 de gual
walor, poro distntas de las antoriores,

Color % eartas de la misma pinta, no sequidas.
Escalera S cartas sequidas, no de L misma pinta,

Trio Tres caras del mismao valor,

Dos pares de cartas, de Los mismes
Doble par vilares entre si.

LA AR R A TR R -
r (e A e 42 e A e

Par Dos cartas del mismo valor.

L IR N A - R SR A
L ECRE AR E-RE - SEERE R R

LR-AE S-S AF A A ]

Un jugador ha recibide su mano. Caloula la probatalidad de que tenga:

. Una escalera real,

. L pdker de Niguras (K, 0o ).

- U Tullcom un trio de hguras y un par de ndmeros menores que 4,
. Un pdker de cartas de pinta roja.

. Un par de ndmeros.

[. Una escalera cuya carta mas alta sea un 8,

- TR ]

((2Qué aprendi hoy? ) B R
En una tdmbola hay 8 bolitas en total, rojas o blancas y se extraeran tres de ellas sin
repenerlas. Se sabe ademas que la probabilidad de gue salgan tres bolitas rojas es
igual a EEB'

a. gLCuantas bolitas hay de cada color?

b. iCudl es la probabilidad de que las tres bolitas sean blancas?

¢. :Cudl es la probabilidad de que salgan mas bolitas rojas gue blancas?

d. ¢Cudl es la probabilidad de gue salgan mas bobtas blancas gue rojas? alErn

\ | pigina 128
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Texto escolar privado.
Otro ejemplo de texto escolar es el Texto-Manual 2 de la editorial Crecer Pensando
(Santis Avalos, Celedén Montiel, Aguilar Baeza, & Garcia Escuti, 2016), el cual es ocupado,
en su mayoria, en colegios particulares que siguen una metodologia Montessori. Este texto sigue

la siguiente linea de trabajo para la ensefianza de Métodos Combinatorios:

1) Actividades resueltas acomparfias del contenido: En esta pagina se muestran
diferentes tipos ejercicios resueltos, mediante formulas que son explicadas en globos de textos

al costado de estos.

2) Actividades propuestas: En esta seccidn se muestran ejercicios y problemas de
manera deductiva, para que los y las estudiantes los desarrollen de “menos a mas” realizandolos.

Ademas existe una seccion donde se explica el trabajo son algin software.

Este texto propone la ensefianza de Métodos Combinatorios, primero de manera conjunta
Permutacidn y Variacion, y luego por separado Combinacion. En el caso de la Combinacion, la

manera en que sigue la linea anteriormente explicada es la siguiente:
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1) Actividades resueltas acompafias del contenido: Se proponen tres diferentes

ejercicios resueltos, y al costado se encuentran las definiciones, formulas y propiedades.

Combinatoria
ey e o VO
et some En una hoja de calculo también es posible encontrar la
- " W e» funcion COMBINAT, que se utiliza para realizar los célculos
e 5::_ de las distintas maneras en que pueden agruparse los
elementos muestrales.
o También se utiliza para obtener los valores de los
coaficientes numéricos del binomio (a + b) a la n; es decir,
s e - L. et “(ai-b)..
o s e e LA | e
Actividades resueitas
R : ] . Combinaciones:
1. En un taller de ciencias hay inscritos 67 estudiantes, de los cua- 400 10 del o
les 48 son nifas; por lo que se pueden formar 19 parejas (nifio lsulhcuenunl fen | s e
y niha) de trabajo. Para una feria cientifica se seleccionaran 5 teniend e?mmh no incid
parejas. ;De cuantas formas pueden formarse estas parejas? ekt SR mnit?a: de ellas, y
Como se trata de una combinacion, se tiene: que son diferentes solo cuando hay
c 19 19! 19 19-18-17-16-15-14! 11,628 algin elemento distinto.
wE8E1 6 JT1o-5)51 " 1451 141.5.4.3.2.10 G =Gy o™ Ve
& nlim-nil P,

Las 19 parejas a lormar es posible escogerlas de 11,628
maneras diferentes,

2. En el taller de Matemdtica, se realiza la actividad geométrica de m
hacer una circunferencia y cada 45° marcar un punto en ella, Lafraccion Sre—rp 5o
para poder razar cuerdas que unan a todos los puntos entre @ oo

sl. (Cuantas cuerdas deberan ser dibujadas?

[m
y se denota por bk
- Algunas propiedades de los nameros
Se trata de una combinacion, ya que cada cuerda une dos combinatorios son:
puntos y la cuerda no se puede repolir do ida y do vuella, os [m [m
docir, entre un par do puntos solo so considera una cuerda. et i Y b m =1
Luego:
8! 8  8.7.6 L "']= m ):m
Sk (3 T Ak o Tl P ki [1 ["H
m m
Por lo tanto, se doben dibujar 28 cuordas, .[ )_[ )
n) fm-n
7 [7 m=1 fm=1y (m
3. 8i [3)-35.calcula Jaoloutillzandoptopledadoa. . ["_')o[ § )”[n)
) 7 7 Recuerda que las igualdades pormiten
(;omo[a]-[, g 3], a8 posible aplicar la proplodad sor aplicadas on ambos sentidos.

L J
m-n n

L)
@ = Editorial Crecer Pensando

(M) ) (0]
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2) Actividades propuestas: El texto propone la utilizacién del software Excel, para

luego comenzar con célculo de Combinacién, y luego resolucion de problemas.

/ Aprendiendo del error
La baraja espanola tene cuatro Hpos de palos: espadas, bastos, copas y oros. La que tiene 40 napes no irae ocho ol nueve.
JCudntos grupos de ocho nalpes distintos se pueden hacer con este lipo de baraja?
P oo o.o.b.qqlg
, ' vvwwnv,py},i" )
e vy rr vy n he
\ ” "”\/'1 mmnnnm""
/\I ORRSRR &
. 4Cudl es la respuesta al problema segan las imagenes?
b. 4Es correcta la resolucion del problema? De no sedla, corrgels.
1. Calcula las siguientes combinaciones,
a. C” c. Cmm

Analiza la resolucion del problema. Luego, responde.
Bt d I e
Yy Yy YYy ,
| r “' '........... e
NS IR B (=== )
b.C,, d. Cya

2. Resuelve los sigulentes problemas.

a. Sl se vende acelte embotellado en envases de 025 1L, 051, 1 Ly 2L, jde cuantas formas
distinlas se pueden vender aceite, ulilizando dos lipos de envases distintos? Y ulilizando tres ti-

pos de envases distintos? 4
b. Una casa cuenla con un sistema de seguridad codificado por un ndmero compuesto por fres di- ‘:‘;_. .
gitos distintos. Si el lablero, desde donde se acliva y desactiva el sisterna, consta de las teclas =

numeradas con 1, 3, 4, 6, 8 y 9, ;cuanlos codigos son posibles digitar?

c. Si para cocinar pizzas se cuenta con una variedad de 10 ingredientes, ;cuantos tipos diferentos
de pizzas de 5 ingredientes son posibles cocinar?

d. En una baraja de naipes se tiene cuatro tipos de pintas y los nimeros en- & * |+
re 1 y 5 inclusive, como se muestra en la imagen. E
» ;De cuantas formas distintas se pueden extraer dos naipes? Y * |+
» ;De cuantas formas distintas se pueden exiraer fres naipes? E
» Si se aligen al azar dos naipes, ;cudl es la probabilidad de que ambos A e 1+

naipes sean de la misma pinta? QE

» Si se eligen al azar tres naipes, ;cudl es la probabilidad de que todos 2 ls e+
tengan el mismo namero? BE

e. Si de un cajon, que tiene sels pares de calcetines suellos: uno blanco,

2 * v * |+
lres rojos y dos azules, se exlraqn alealoriamente 2 calcelines, jcudl es la 3 E

probabilidad de que sean del mismo color?

Unidad7  Estadistica y probabilidad
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Métodos Combinatorios

En palabras de Wilhelmi (2004), “la combinatoria es el arte de contar sin enumerar
directamente todos los casos.”. Para esto (contar) es necesario recurrir a diferentes técnicas, en
el inicio del aprendizaje las manos, en especifico los dedos, son el principal recurso, pero a
medida que se avanza en la vida, y requerimos contar mas elementos, esto se vuelve insuficiente.
Asi es que para responder a la pregunta fundamental de ;Cuantos hay? se llega, a través de los
estudios de la matematica discreta, a la utilizacion de diferentes técnicas, desarrollando asi el
Razonamiento Combinatorio requerido para la resolucién de la problematica en otros contextos.
Morales y Frisancho (2013, pag. 134) detallan la importancia de la capacidad Combinatoria en

que,

“posibilita y promueve el pensamiento sistematico, la consideracion explicita de las
posibilidades, la generalizacion reflexiva de procedimientos (heuristicos, algoritmicos), la
optimizacién de métodos de registro o listado, la busqueda de verificaciones exhaustivas, el
razonamiento proposicional e hipotético-deductivo, entre otras capacidades fundamentales. ”

Desde lo expuesto por Piaget (1985) es que se establece que este razonamiento, que es
fundamental en el desarrollo humano, no se logra de manera espontanea, si No que es necesario

el estudio de ella.

A nivel escolar en Chile, el estudio de la Combinatoria se centra en la utilizacion de tres
principales técnicas para el conteo: Permutacion, simple y con repeticion, Variacion, simple y
con repeticion, y Combinacién, y en ese mismo orden se analizaran y trabajaran en esta

investigacion.

Para las siguientes definiciones se toma de referencia, principalmente, a Wilhelmi
(2004), por sus acertadas definiciones, las cuales se adecuan a los requerimientos de esta
investigacion, ser Gtiles para la ensefianza a nivel escolar. Ademas se contrastan con Romagnoli
(2011) por sus apropiados ejemplos y aplicaciones, y la definicion y tratamiento del contenido
entregada en Ministerio de Educacion de Chile (2018), Texto escolar ministerial chileno para

segundo afio medio, el principal recurso de la educacion publica en Chile.

Para cada técnica de recuento se analizan los ejemplos y representaciones tratadas por

cada autor para la explicacion del Método Combinatorio tratado.
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Principio multiplicativo
Cuando una situacion puede ocurrir de n maneras y otra de k maneras, entonces ambas
situaciones pueden ocurrir de n - k maneras distintas, simultdneamente. (Wilhelmi, 2004) Esto
es llamado principio multiplicativo, o del producto, y es muy relevante para el célculo de los

métodos de recuento que se vera mas adelante.

Por otra parte en Romagnoli (2011) se encuentra una definicion similar; Si una bolsa
contiene n, elementos y otra bolsa contiene n, elementos distintos, entonces el total de parejas
que se pueden formar con un elemento de la primera bolsa y otro de la segunda es nq - n,. Lo
cual puede extenderse a mas de dos operaciones de manera natural. Este hace referencia
también, en lenguaje de conjuntos, que la definicion seria: Dados dos conjuntos finitos

AyB,|AxB|=|A]|-|B|

En Ministerio de Educacién de Chile (2018, pag 253), Texto escolar publico de segundo

afio medio en Chile, se encuentra definido de la siguiente manera:

El principio multiplicativo establece que si un procedimiento dado se compone de
dos etapas, que tienen respectivamente my n posibilidades, entonces dicho pro-
cedimiento tiene m « n casos posibles en total. Si luego se agrega una nueva etapa,
que tenga p posibilidades, el procedimiento tendra m - n - p casos posibles, es decir,
siempre se multiplica por la cantidad de posibilidades de cada etapa.

Principio aditivo

Si una situacion puede ocurrir de m maneras diferentes y otra de k maneras diferentes,
incompatibles las unas con las otras, entonces existen m + k maneras en las cuales puede
ocurrir la primera o la segunda, mas no ambas. Wilhelmi (2004). A su vez Romagnoli (2011)
menciona que, Si una bolsa contiene n, elementos distinguibles, y otra bolsa contiene n,
elementos distinguibles, de modo que ademas todos los elementos de la primera son
distinguibles de los elementos de la segunda bolsa, al mezclar las dos bolsas en 1 sola obtenemos
n4 + n, elementos distinguibles. A su vez, en lenguaje de conjuntos, dados dos conjuntos

finitos y disjuntos A y B, se tiene que |AU B| = |A| + |B|.

En el Texto escolar ministerial para segundo afio medio, no se encuentra una definicion

para el principio aditivo.
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Ejemplos y representaciones.

En Wilhelmi (2004) una vez estudiado ambos conceptos, el autor propone problemas en
los que se enfatiza analizar el método que se ha seguido para resolverlo, por ejemplo,
construccidn de objetos, simbolizacion de las configuraciones o diagrama de arbol. Un tipo de
problema propuesto es el siguiente: “Una clase esta formada por 23 varones y 19 mujeres: ¢ de
cuantas formas puede elegirse un delegado? ¢ de cuéntas formas puede elegirse un delegado y
un subdelegado?” Para resolverlo el autor propone un razonamiento escrito, utilizando los

principios estudiados anteriormente.

A su vez Romagnoli (2011) propone mdltiples ejercicios y problemas, poniendo énfasis
en la resolucidn utilizando distintos tipos de registros tales como: diagrama de arbol, ademas de
dibujo de urnas y bolitas. Un ejemplo de esto es el siguiente: “Problema de la Mesa Redonda
I1: ¢ De cuantas maneras distintas se pueden sentar 3 personas en una mesa redonda con N >
6 sillas? De ese total, ¢cuantas de ellas hacen que no haya 2 de ellos contiguos?” Para
resolverlo, el autor primero realiza un razonamiento escrito, luego un diagrama de arbol para

resumir, y para finalizar utilizande los principios con formulas.

En el texto del estudiante para segundo afio medio, se encuentra el siguiente ejemplo

guiado, para la ensefianza del principio multiplicativo:
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Actividades de modelacidn

Para recordar una clave de cinco letras, Diego decide usar solo las vocales sin repetir
ninguna de ellas. ;Cuantas claves distintas podria crear?

Para abordar este tipo de problemas, podemos utilizar un esquema de casilleros.
En este caso, tenemos 5 casilleros que corresponden al orden que pueden dar a las
vocales. Asi:

5 4 3 2 1

* Para la primera posicidn existen 5 posibilidades, porque puede ser escogida cual-
quiera de las cinco vocales.

* En cada caso hay 4 posibilidades para ocupar la segunda posicidén, ya que las
vocales no deben repetirse. Entonces, para los primeros dos casilleros hay
5+ 4 =720 posibilidades.

* Para la tercera posicidn, quedan solo tres vocales. Es decir, en total son
20 -3 = 60 posibilidades.

* En el cuarto lugar, hay dos vocales disponibles. Entonces, son 60« 2 =120
posibilidades.

* Para el 4ltimo lugar, solo queda una opcién en cada caso. Es decir, hay
D+ 4+3+2-1=120+1=120casos en total.

Extraido de Ministerio de Educacién de Chile (2018, pag. 253)

Permutacion
Se puede definir Permutar como “Variar la disposicién u orden en que estaban dos
0 mas cosas.” Real Academia Espafiola (2020), siendo muy importante que dichas cosas se
puedan distinguir entre si, para asegurar la diferencia entre las configuraciones que se realicen.
A Continuacion se realiza una revision bibliogréfica de las técnicas de conteo a partir de los tres

textos ya mencionados.

Permutacion simple
Para contar el nimero de ordenaciones posibles que se pueden obtener con n (n > 2)
objetos distintos, debemos, por el principio multiplicativo, calcular el producto de los n primeros
términos. Este producto se denota por n!, que se lee: “factorial de n”. Entonces la Permutacion

de n elementos se denota como B,, que se define como una aplicacion biyectiva, tal que:
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nn-1), sin=>0

= ':
Py =n { 1, sin=0

De tal manera que, en cada grupo entren los n elementos, y que un grupo se diferencie
de los demés en el orden de colocacion de los estos. Lo que quiere decir que los elementos no
se repiten entre si, por lo que es llamada Permutacion simple u ordinaria. Todo lo anterior
mencionado en Wilhelmi (2004)

Por otra parte, el autor Romagnoli (2011), menciona que si se consideran n bolitas
distinguibles que se colocan en N casillas con, a lo sumo, un elemento por casilla, y con N >
n, se tiene que, por el principio multiplicativo, el total de configuraciones distintas estara dado

por:
N-(N-1)----- (N-n+1)= ——

Que cuando N = n se conoce como el total de n-permutaciones de N elementos.

Asi mismo, en Ministerio de Educacion de Chile (2018) se encuentran dos definiciones,
tipo resumen luego del trabajo de modelacion con ejercicios. La primera, en el tema uno

“;Cudndo se aplica el principio multiplicativo? "

Sim,n € aN, entonces:

* Se llama permutacién de n elementos [se escribe P ] a la canti-
dad de formas en que se pueden ordenar en una fila y se puede
calcular como

Extraido de Ministerio de Educacién de Chile (2018, pag. 253)

La segunda, en el tema dos: “;Qué son las permutaciones y las combinaciones?”, en la

misma ldgica, a modo de resumen luego de la leccién:
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Una permutacion de n elementos es cada uno de los posibles érdenes de ellos, sin
repeticion. Se anota la cantidad total de los ordenes posibles como P .
(P, se lee “p sub ene’)

El total de permutaciones de n elementos sin repeticion se calcula como
P=n:n-1:n-2]...-2-1.

Este producto, de todos los nimeros naturales de 1 hasta n, se llama n factorial
ly se escribe nl.

Matemética » 2.° Medio ‘ 253

Ejemplos y representaciones.
En Wilhelmi (2004) no se encuentran ejemplos para la explicacion del contenido, solo
ejercicios para la utilizacion de lo estudiado, los cuales no estan resueltos. Por ejemplo:
“¢ Cuantas letras de cinco signos se pueden formar en el alfabeto Morsel con tres rayas y dos

puntos?”

Por otro lado, en el texto Probabilidades Doctas, Romagnoli (2011) tampoco se proponen
ejemplos para explicar el concepto de Permutacién simple, sino mas bien para ejercitar, aunque
igualmente estan resueltos. Un ejemplo de esto el ejercicio: “¢,De cuantas maneras distintas se
puede acomodar una reunion de 7 personas?, a) En una fila de 7 sillas.” Donde a continuacion
se entrega la respuesta: Las siete personas pueden distribuirse en una fila de 7! Maneras
distintas. Asi es como se observa que la representacion utilizada corresponde al lenguaje natural

y formulas.

Por el contrario, el Texto para el estudiante de 2°medio, se presenta un ejercicio que se
desarrolla para explicar las diferentes técnicas de conteo. El caso de la Permutacion simple es

el siguiente:
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Ayuda / - Actividades de modelacién

Un diagrama de &rbol permite 1. La profesora Valentina debe seleccionar entre 5 de sus alumnos
representar una secuencia de (Andrés, Bruno, Carla, Diego y Eugenia) a 3 de ellos, los cuales
realizaciones de un experimento. representaran al liceo en una competencia. ;Cudntas posibilidades
En cada etapa, sus ramas indi- tiene de hacerlo?

can la cantidad de casos posi-

bles que existen para cada una. Una forma de resolverlo es mediante un diagrama de arbol, pero tam-

— bién es posible imaginar que lo construye para contar las posibilida-
des. Observa.

PASO Si Valentina tuviera que escoger en orden a sus alumnos, ten-
dria 5 posibilidades para escoger al primero. Luego, para esco-
ger al segundo, tendria solo 4 posibilidades, 3 para el tercero,

2 paraelcuartoy 1 para el quinto.
Por lo tanto, en el diagrama de arbol se podrian ver:

5.4+3+2-1=120posibilidades.

(Glusur_io ) E— Este producto, 5+ 4+3 -2+ 1 corresponde a 5 factorial, que se

5 . . ) escribe 51,
Factorial: de cualauier ndmero

Extraido de Ministerio de Educacién de Chile (2018, pag. 258)

Permutacion con repeticion
Wilhelmi (2004) menciona que existen casos en que, en los n elementos que componen
un conjunto, se encuentran elementos “repetidos”, por lo cual, si los ordenaramos utilizando la
metodologia anterior, no todas las configuraciones serian esencialmente distintas entre si. Por
esto debemos emplear una modificacion al calculo anterior, intentando no contar las

ordenaciones que se repitan.

Formalmente el autor determina que, se llaman Permutaciones con repeticién de n
elementos, distribuidos en k grupos de n,, n,, ..., ng_q, N €lementos indistinguibles,
respectivamente, de tal forma que n;+ n,+ ..,+n,_, + n, = n, a las distintas
configuraciones que se pueden formar con los n elementos, de tal forma que cada una de ellas

se diferencie de las demas en el orden de colocacion de sus elementos, excluyendo las

ny,ny,...

. "tk=1Tk 3 gste nAMero se

reordenaciones de elementos indistinguibles. Si se denota por PR

tiene que:

PRn1,n2,...,nk_1,nk — n!
n nq!-nyl- .., nk_l!-nk!
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En cambio, Romagnoli (2011) no menciona explicitamente el término Permutacion con
repeticion, pero se encuentra en la aplicacion nimero siete de Combinacién y Permutacion,
explicando que si se tienen N bolitas, m; de tipo 1, m, de tipo 2, ... , m, del tipo n con

“.m; = N. Se lanzan N bolitas sobre N urnas con a lo mas una bolita por urnas. Si solo

distingue el tipo de las bolitas, el total de configuraciones distinguibles es:

Al contrario de los textos anteriores, en Ministerio de Educacion de Chile (2018) no

existe una definicion ni formal, ni informal, para la Permutacion con repeticion.

Existen otros diferentes casos, que no serdn mencionados por no ser estudiados en la
educaciones secundaria chilena, y por lo tanto, para efectos de esta investigacion, no seran

utilizados.

Ejemplos y representaciones.
Solamente se encuentra en Wilhelmi (2004) un ejemplo para explicar y varios para
ejercitar la Permutacion con repeticién. Este autor, a través del ejemplo de un juego con tablero
denominado “El solitario sol y la luna” (Wilhelmi, 2004, pag. 46), se razona para llegar a la

deduccion de la formula de la Permutacion con repeticion.

A diferencia de este, en los otros dos textos que se han trabajado, no existen ejemplos y
gjercicios del tema, sin embargo en el texto del Ministerio de Educacién de Chile (2018) se
encuentra un ejercicio en la seccién de ejercitar, a pesar de no haber explicado el contenido, tal

ejercicio es: “¢ Cuantos nimeros de 7 cifras se pueden formar utilizando tres 2, y cuatro 3?”

Variacion
Wilhelmi (2004) menciona que en matematica, una Variacion de una familia de

elementos es una modificacion de alguno de sus elementos o del orden en que se presentan.

Luego el autor comienza a definir Variacion puntualizando que, para contar la cantidad

de ordenaciones diferentes que se pueden realizar con n elementos distintos, tomados de k en k
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grupos, con n = 2,y k < n se puede partir del mismo razonamiento anterior (el desarrollado
en Permutacion), notando que la diferencia radica en que se ordenara un subconjunto del total,

por lo cual, la Permutacion sera un caso particular en que k = n.

Finalmente formaliza diciendo que, se Ilaman Variaciones ordinarias o sin repeticion de
n elementos, tomados de k en k, y se denota por Vj ,, a los distintos grupos que se pueden
formar con los n elementos, de tal forma que en cada grupo entren k elementos distintos (k <
n), y que un grupo se diferencie de los demas, bien en alguno de sus elementos, o0 bien en su
orden de colocacion. Se tiene que:

n!
k=

En cambio, en Romagnoli (2011) no se encuentra la palabra “Variacion” para referirse
a algun Método Combinatorio, pero comprendiendo la definicion, se observa la presencia del
contenido en lo descrito en la seccion Permutacidn, “Si se consideran n bolitas distinguibles que
se colocan en N casillas con, a lo sumo, un elemento por casilla, y con N > n, se tiene que, por

el principio multiplicativo, el total de configuraciones distintas estara dado por:

Ahora bien, para el caso de la Variacion, el valor de n debe ser estrictamente menor que N.

Por otra parte, el Texto escolar para segundo afio medio presenta una definicion formal
para Variacion, la cual viene resumida en una cuadro, al igual que anteriormente se ha

mencionado con otros Métodos Combinatorios. Esta es la siguiente:

* Se llama variacion de n elementos escogidos entre m (se escri-
be V™) a la cantidad de ordenamientos posibles de n elementos,
escogidos entre m. La cantidad de ellos se puede calcular como:

m - ml
" (m-n)

Extraida de Ministerio de Educacion de Chile (2018, pag. 259)
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Ejemplos y representaciones.

En el texto de Wilhelmi (2004, pp. 50-51), el autor propone un ejemplo para comprender
la Variacion, este es dirigido para ser utilizado mas adelante en la Variacion con repeticion.
Dicho ejercicio propone esencialmente que, si se quisiera escoger a tres estudiantes, de entre un
total de 40, para la comision de directiva del curso, donde existen tres cargos disponibles:
secretario, tesorero, presidente. ¢ De cuantas formas se pueden escoger a los estudiantes, si cada

uno no puede estar en mas de un cargo?

Para resolverlo, en el texto se estudia el siguiente razonamiento: Tenemos un total de 40
estudiantes que se deben escoger de 3 en 3 para calcular cuantos diferentes grupos de estudiantes
pueden escogerse. Como un estudiante no puede tener mas que un cargo, el secretario podra ser
escogido entre los 40 estudiantes de la clase; una vez que este ha sido elegido, el cargo de
tesorero podra ser tomado por uno de los 39 alumnos restantes; y por ultimo, el cargo de
presidente puede ser tomado por uno de los 38 alumnos restantes. Es decir, por el principio
multiplicativo, existen 40-39-38 formas de constituir la directiva del curso. Utilizando la
férmula anteriormente expuesta concluye determinando que se tiene:

40! 40-39-38- 37!

Vaug = = = 40-39-38
3407 (40 — 3)! 37!

Por otra parte, en el texto escolar publico para segundo afio medio, se utiliza el mismo
ejemplo guiado que se presentd en la Permutacién, realizando unos ajustes al problema,
nombrandolo “PASO 27, para que esta vez el estudiante deba emplear otro método para

encontrar la solucion. El problema, con la parte anterior incluida, continta asi:
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!\f/

Un diagrama de &rbol permite
representar una secuencia de
realizaciones de un experimento.
En cada etapa, sus ramas indi-
can la cantidad de casos posi-

bles que existen para cada una.

J

—

( Glosario |~

Factorial: de cualquier ndmero
natural n al producto de todos los
nameros naturales menores o
iguales que élL.

nt=n+(n-1..-3-2-1
Variacion: de m elementos toma-
dos de nenn(conm >n]alos
distintos grupos formados por n
elementos de forma que no entran
todos los elementos ni se repiten,
pero si importa el orden de los
elementos en el grupo. j

e

1.

La profesora Valentina debe seleccionar entre 5 de sus alumnos
(Andrés, Bruno, Carla, Diego y Eugenia) a 3 de ellos, los cuales
representaran al liceo en una competencia. ;Cuantas posibilidades
tiene de hacerlo?

Una forma de resolverlo es mediante un diagrama de arbol, pero tam-
bién es posible imaginar que lo construye para contar las posibilida-
des. Observa.

PRSO 0 Si Valentina tuviera que escoger en orden a sus alumnos, ten-

dria 5 posibilidades para escoger al primero. Luego, para esco-
ger al sequndo, tendria solo 4 posibilidades, 3 para el tercero,

2 parael cuartoy 1 para el quinto.

Por lo tanto, en el diagrama de arbol se podrfan ver:

9+4+3+2+1=120 posibilidades.

Este producto, 5+ 4+ 3+ 2+ 1 corresponde a 5 factorial, que se
escribe 5!,

PRS0 9 Ya que Valentina debe escoger solo a 3 de sus alumnos, el dia-

grama de arbol habria llegado hasta la tercera etapa,
es decir, habria tenido solo 5+ 4 + 3 = 60 posibilidades.

Observa que, al “suprimir” las dltimas dos etapas en el dia-
grama de arbol, se ha debido dividir por 1+2 =2 el numero de
casos de esas etapas, es decir:

40120 _5+4+3.2.1_51_ 5
2 21 217 (5-3)

e llamaremos variacion de 3 objetos esco-

5L
(5-3
gidos entre 5, y corresponde a la cantidad de formas en que
se puede escoger, en orden, 3 objetos entre 5 disponibles. Se
anota en este caso como V:,

Al nimero

Extraido de Ministerio de educacion (2018, pag. 258)

Por el contrario a los dos textos anteriores, en el caso de Romagnoli (2011) no existen

Variacion con repeticion

ejemplos de Variacion, ni ejercicios desarrollados que busquen explicar dicho contenido.

De los tres textos que se han estudiado, solo en Wilhelmi (2004) se encuentra una

definicion y ejemplos para la Variacion con repeticién. El autor define que, se llaman

variaciones con repeticion de n elementos, tomados de k en k, con n = k, denotando como
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VR, 1, a los distintos grupos que se pueden formar con los n elementos, de tal manera que en
cada grupo entren k elementos iguales o distintos, y que un grupo se diferencie de los demas,

bien en algun elemento, o bien en su orden de colocacion. Se tiene:
VR, = nk

Para continuar, el autor utiliza el ejemplo propuesto en la definicién de Variacion simple,
realizando algunos arreglos para llegar desde un razonamiento al calculo de la Variacion con

repeticion del caso. El razonamiento es esencialmente el siguiente:

Si, continuando el ejemplo anterior, cada persona pudiese ocupar mas de un cargo, es
decir, un estudiante puede, por ejemplo, ser presidente y tesorero a la vez. Entonces ¢De cuantas
formas puede constituirse la directiva de 3 estudiantes, si cada persona puede ocupar mas que
un cargo? Como cada estudiante puede estar incluso en los tres cargos, en el cargo de tesorero
pueden escogerse entre los 40 estudiantes, una vez escogido, el secretario podra ser electo entre
los 40 estudiantes, y asi mismo el de presidente, es decir, siguiendo el principio multiplicativo,
puede escogerse de 40 - 40 - 40 formas distintas la directiva del curso si casa estudiantes puede

ocupar mas de un cargo.

Combinacion
El concepto de Combinacion tiene un significado muy concreto en matematica:
brevemente, corresponde al nimero de conjuntos de un determinado nimero de elementos que
se pueden formar con un universo de objetos, donde no importa el orden en que estos elementos

se seleccionen, sino mas bien, cuales elementos son escogidos. (Wilhelmi, 2004)

Asi el autor formaliza, mencionando que, se llaman combinaciones ordinarias o sin
repeticion de n elementos, tomados de k en k, denotadas como C,, ,, a los diferentes conjuntos
de k elementos distintos, esto es, un conjunto se diferencie de los demas en, al menos, un
elemento (no importa el orden de colocacion o seleccidn). Se tiene:

Vn,k _ n!
P, (m—kK)!-k

Cn,k =
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Por otra parte, en el texto “Probabilidades Doctas Con Discos, Arboles, Bolitas y Urnas”
Romagnoli (2011), se encuentra una definicion formal que nace a partir de lo descrito para
Permutacion y Variacion: Cuando las bolitas ya no se distinguen entre si (digamos que son todas
negras) El total de configuraciones distintas disminuye y ahora es:

N!
(N—-n)!'n!

Con lo cual, un poco més adelante en el texto, el autor afirma que esta formula seré el

total de subconjuntos de n elementos de un total de N elementos distintos.

Por otra parte, en Ministerio de Educacion de Chile (2018) la definicion se encuentra,

tal y como se ha sefialado en Métodos anteriores, en el cuadro resumen de la siguiente forma:
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* Se llama combinacion de n elementos escogidos de entre m a
la cantidad de posibilidades que hay de escoger n elementos de
un total de m, sin que importe el orden en que son escogidos.
La cantidad de combinaciones se escribe como C™, y se puede
calcular como:

m!
cm - V0 _m-n! _ m!
n T onl nl " nl«m-n)!
. I L r m _
La expresion —- Tl suele escribirse como (n) que se lee

‘m sobre n"- y recibe el nombre de nimero combinatorio.
* Algunas propiedades de los numeros combinatorios son:

* Cualquier nimero sobre O es igual a 1.

()

* Todo numero sobre si mismo es igual a 1.

(-

* Un numero sobre 1 es siempre igual al namero.
(1)=n
1) =

Extraido de Ministerio de Educacién (2018, pag. 259)

Ejemplos y representaciones.

Para explicar la Combinacion, el autor de Combinatoria y Probabilidad, Wilhelmi (2004)
realiza un nuevo uso del ejemplo que trabaja desde la Variacion simple. Para eso desarrolla que,
si en el ejemplo anterior de la elecciones de estudiantes para la directiva, se veia que era tan
importante qué estudiantes eran escogidos, como en qué puesto eran seleccionados, pues no era
lo mismo ser seleccionado como presidente, 0 tesorero, 0 secretario. Pero, si se formara
entonces, una comision de directiva donde no existieran cargos, pero solo 3 personas lo

conformaran, seria relevante quienes son escogidos, mas no, en que puesto, u orden, pues no
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existe diferencia entre que un estudiante haya sido seleccionado en primero, segundo o tercer

lugar, si no que el mismo hecho de ser escogido.

Asi es como el autor menciona que, si el orden de eleccién es importante (y un alumno
no puede tener sino un cargo), existen 40 - 39 - 38 formas de constituir la directiva, pero si el

orden no importa, hay que dividir esta cantidad por 6, puesto que dados 3 estudiantes, podemos

. . - p p 40-39-38 . . . .
organizarlos de 6 formas distintas (Ps). Asi, existen — formas de organizar la directiva si
los tres integrantes van a desempefiar labores similares. En general, el razonamiento es valido

Si es preciso escoger, sin importar el orden, k estudiantes de entre n (n = k), el nUmero de

directivas que se pueden formar son:

Vnk n!

)

P, (n—-k) Kk

Finalmente el autor generaliza lo estudiado con un ejemplo con letras que representa a
través de una tabla. Asi pues menciona que de esta forma, las Combinaciones se determinan en
funcién de las Variaciones y de las Permutaciones de éstas en clases. Por ejemplo, si se tiene un
conjunto formado por los elementos a, b, ¢y d, y se quieren formar todas las combinaciones sin

repeticion de 3 en 3 se observa que:

abc abc, achb, bac, bca ,cab, cba
abd abd, adb, bad, bda, dab, dba
acd acd, adc, cad, cda, dac, dca
bcd bcd, bdc, cbd, cdb, dbc, dcb

Haciendo explicita, a través de esta tabla, la diferencia fundamental entre Variacion y

Combinacion.

A su vez, en el texto de referencia que se ha estudiado “Probabilidades Doctas Con
Discos Y Arboles, Bolitas y Urnas” se realiza un analisis de la definicion de Combinacién como
una aplicacion, este analisis se hace a través de la representacion del caso en que N =4y
n = 3. Aqui el autor representa cada urna con cuatro espacios en la que tres bolitas pueden

ordenarse, mostrando como solo hay cuatro configuraciones distintas. De esta forma, el autor
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explicita que, en efecto los N elementos distintos son N casillas distintas y un subconjunto de n

elementos se forma al llenar n urnas con n bolitas no distinguibles.

Por ultimo, como se ha mencionado, el Texto escolar para segundo afio medio que
entrega el MINEDUC a los colegios y liceos publicos, trabaja el contenido de Métodos
Combinatorios a partir de un ejemplo, que desarrolla con cambios para que los y las estudiantes
deban razonar y asi utilizar otro Método Combinatorio basado en dichos cambios, y las nuevas
problematicas que aparecen. Finalmente, para el caso de la Combinacion, se denomina paso tres,
y se trabaja de la siguiente manera:
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Leccién 9

\ Ayoda_/
g

Ln diagrama de arbol parmite
represeniar una secuencia de
realizaciones de un experimento.
En cada etapa, sus ramas indi-
can la cantidad de casos posi-
bles que existen para cada una.

(_Glosario ) ——————

Factorial: de cualquier nimero
natural n al producio de todos los
namerss naturales menores o
iguales que &L

m=n-n-1-..-3-2-1
Variacion: de m elementos toma-
dos de nenn [conm =nlalos
distinios grupes formadoes por n
elementos de lorma que no entran
todos los elementos ni se repiten,
pero si importa el orden de los
elementos en el grupo.

Unidad & = Probatilidad y estadistica

iy

)

J

Actividades de modelacion

1. La profesora Valentina debe seleccionar entre 5 de sus alumnos
lAndrés, Brune, Carla, Diego y Eugenial a 3 de ellos, los cuales
representaran al liceo en una competencia. jCuantas posibilidades
tiene de hacerlo?

Una forma de resolverlo es mediante un diagrama de darbol, pero tam
bién es posible imaginar que lo construye para contar las posibilida-
des. Observa.

S0 O

sl ©

PRS0 €)

SiValentina tuviera que escoger en orden a sus alumnos, ten
dria 5 posibilidades para escoger al primero. Luego, para esco-
ger al segundo, tendria solo 4 posibilidades, 3 para el tercero,

2 para el cuarta y 1 para el quinto.

Paor lo tanto, en el diagrama de arbol se podrian ver:

Bededs?e1 =120 posibilidades,

Este producto, 5+ 4+ 3+ 2+ 1 corresponde a 5 factorial, que se
escribe 51

Ya que Valentina debe escoger solo a 3 de sus alumnaos, el dia
grama de arbol habria llegado hasta la tercera etapa,
es decir, habria tenido sale 5+ 4+ 3 = &0 posibilidades,

Observa que, al “suprimir” las dltimas dos etapas en el dia-
grama de arbol, se ha debido dividir por 1« 2 = 2 el nimero de
casos de esas etapas, es decir:

p0.120 5.4.3.2.1 51 51
2 741 207 B3

1 o -
le llarnaremos variacién de 3 objetos esco

51
[5 - 31
gidos entre b, y corresponde a la cantidad de formas en que
se puede escoger, en orden, 3 objetos entre 5 disponibles. Se

anala en esle caso como 'h"':

Al nimero

Al considerar estos &0 casos, se esta pensando que escoger,
por ejemplo, a Andrés, Bruno y Carla es distinto que escoger a
Carla, Andrés y Bruno,

Entonces, ya que las 3 personas pusden ordenarse de
31=3+2+1=6 maneras, se debe dividir los 40 casos por estas
& maneras, para oblener las lormas de escogerlos sinimportar
el orden:

hl
60 qp. 20 &80 51
& LI T I B [ [P
. 51 . I
Al ndmera Boaai le llamaremos combinacion de

5 sobre 3, y corresponde a la cantidad de formas en que
podemos escoger, sin importar el orden, 3 objetos entre
5 disponibles.

Con lo anterior, se ha hecho un estudio de dos diferentes autores que se consideran

adecuados en sus definiciones para el objetivo de esta investigacién, viendo sus metodologias
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empleadas en la definicion de los métodos de recuento. A su vez, se ha contrastado con el
material que se entrega por parte del Ministerio de Educacion, el Texto Escolar para segundo

afio medio chileno.
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Marco metodoldgico
La investigacion tiene dos ejes fundamentales. EIl primero, recopilar informacion sobre las
principales problematicas y dificultades que enfrentan los docentes y futuros docentes en cuanto
al proceso de ensefianza del contenido de Métodos Combinatorios en segundo afio medio en
Chile, y sobre sus habilidades y aprendizajes con este objeto matematico. El segundo eje es la
confeccion y recopilacion de actividades para la ensefianza de Métodos Combinatorios en
segundo afio medio en Chile, a través del recurso didactico del Juego. La metodologia trabajada

en ambos ejes se detalla a continuacion.

Recopilacion de informacion
Disefio

Esta investigacion es del tipo descriptivo, ya que se busca describir las dificultades que
enfrentan los docentes y futuros docentes en el proceso de ensefianza de Métodos
Combinatorios, y a su vez describir la percepcion sobre ello. Las investigaciones de tipo
descriptivas buscan especificar las propiedades, las caracteristicas y los perfiles de personas,
grupos, comunidades, procesos, objetos o cualquier otro fenémeno que se someta a un analisis.
(Hernandez Sampieri, Ferndndez Collado, y Baptista Lucio, 2010). Ademas, esta investigacion
tiene un enfoque cualitativo pues se utiliza la recoleccion de datos sin medicién numérica para
descubrir o afinar preguntas de investigacion en el proceso de interpretacion. (Hernandez
Sampieri, Fernandez Collado, y Baptista Lucio, 2010). Estos datos se refieren a la perscepcién
de docentes y futuros docentes sobre el proceso de ensefianza aprendizaje de Métodos
Combinatorios en segundo afio medio en la educacién chilena, y el propio aprendizaje y
habilidades que estos tienen para la ensefianza de Métodos Combinatorios. Asi es que se
analizan datos de tipo cualitativo. Latemporalidad de esta investigacion es de tipo transeccional
o transversal puesto que recoge la informacion en un momento especifico. (Hernandez Sampieri,
Fernandez Collado, & Baptista Lucio, 2010)

Poblacion de estudio
En relacién con los objetivos de esta investigacion, se definen dos poblaciones de

estudio:

Poblacion 1: Estudiantes de pedagogia en matematica de educacion media en Chile que
ya han recibido la leccion de Métodos Combinatorios en su formacion inicial docente.
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Poblacion 2: Docentes de matematica de educacion media en Chile, que hacen o han

hecho clase en segundo afio medio.

Muestra
Para la recopilacion de informacion se realizd un muestreo por conveniencia en cada

poblacion en estudio. El detalle es:

De la poblacion 1, se obtuvo una muestra de 45 estudiantes de pedagogia en matematica

que ya han recibido la leccion de Métodos Combinatorios.

De la poblacion 2, se obtuvo una muestra de 15 profesores y profesoras de matematica

de educacion media, que hacen o han hecho clase en segundo afio medio.

Instrumento

Se utilizaron dos instrumentos, uno para cada poblacion de estudio. Para la poblacién 1,
estudiantes de pedagogia en matematica, se aplico la encuesta realizada en Pefiailillo Olmos
(2020), la cual consta de cuatro secciones o areas para la recopilacion de informacion para el
andlisis de las habilidades y percepciones que tienen los futuros docentes con respecto a la
ensefianza de los Métodos Combinatorios. Las secciones corresponden a: area de formacion
escolar, area de formacion inicial docente, area de futura labor docente, y seleccion de ejercicios
para area de habilidades de Métodos Combinatorios. Este instrumento fue validado a través del
juicio de expertos, primero por la profesora tutora del proyecto asociado, Giovanna Ticchione,
Profesora de Matematica por la Universidad Metropolitana de las Ciencias de la Educacién, y
Master en Estadistica por la Pontificia Universidad Catolica de Chile. Ademas de la aplicacion

de una prueba piloto de la encuesta a un representante de la poblacion de estudio.

Para la poblacion 2, profesores y profesoras de matematica de educacion media en Chile,
se adecuo la encuesta realizada en Pefiailillo Olmos (2020), afiadiendo o reformulando algunas
preguntas de la seccion de: area de formacion escolar, area de formacion inicial docente, y area
de futura labor docente, para que asi se pudiese recopilar la informacidn necesaria, pero acorde

al contexto de los y las docentes de educacién media en Chile.

Finalmente este instrumento posee las areas de: formacion inicial docente, docencia,
ademas del area habilidades de Métodos Combinatorios, la cual es igual en ambos instrumentos,

tanto para la poblacion 1 como la 2. La encuesta completa fue validada a través del juicio de
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expertos, como se menciona en Martin Arribas (2004), estos deben juzgar la capacidad del
instrumento para evaluar todas las dimensiones que deseamos medir. Asi es como, primero fue
evaluado por Giovanna Ticchione, Profesora de Matematica por la Universidad Metropolitana
de las Ciencias de la Educacion, y Master en estadistica por la Pontificia Universidad Catolica
de Chile, y por Eduardo Pifa Flores, Profesor de Matematica por la Universidad Metropolitana
de las Ciencias de la Educacion. Ademas de la aplicacion de una prueba piloto a un representante
de la poblacidn de estudio, que como se menciona en Martin Arribas (2004), permite identificar,
entre otras cosas, si el ordenamiento interno es 16gico, y si la duracion esta dentro de lo aceptable

por los encuestados.

Es importante mencionar, para el posterior analisis de ambas encuestas, que la seccion
de ejercicios corresponde a la version corta del cuestionario creado en Navarro-Pelayo,
Batanero, y Godino (1996). Aqui los autores proponen un cuestionario para evaluar el
razonamiento combinatorio, este consta de 13 items, en los cuales se aborda Permutaciones y
Variaciones, con y sin repeticion, y Combinaciones ordinarias, y se propone una version
reducida del cuestionario usando solo los items 3, 5, 7,9, 10 y 11, pues esta combinacion incluye
todas las operaciones combinatorias y modelos, y un rango de dificultad moderada en los items.
(Navarro-Pelayo, Batanero, & Godino, 1996) Este cuestionario fue validado por los autores,
teniendo en cuenta las sugerencias de algunos profesores y alumnos sobre la comprension de
los enunciados y la dificultad de los problemas. Ademas, segun mencionan, se utilizaron dos
muestras piloto de 106 y 37 alumnos, respectivamente, para estimar el tiempo necesario para
completar el test y revisar los valores de los parametros en algunos problemas, y asi se
calcularon los indices de generalizabilidad, que tomaron los valores G=0.73 para la
generalizabilidad a la poblacién de items, es decir, la posibilidad de generalizar los resultados a
otra muestra diferente de problemas con valores similares de las variables de tarea, y G=0.99

para la generalizabilidad a la poblacién de alumnos.

Estos ejercicios se modificaron adecuandolos, en cuanto al lenguaje, a contextos
chilenos en Penailillo Olmos (2020), y asi fueron utilizados en esta investigacion, tanto en el
intrumento para futuros docentes, como para actuales docentes, y fueron sometidos a validacion
en la encuesta completa de la poblacion 1, encontrada en Pefiailillo Olmos (2020). Los

instrumentos se encuentran en el Anexo al Marco Metodoldgico.
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Recoleccion de datos
Los cuestionarios utilizados, dado el contexto santiario por Covid-19 mientras se
realizaba la investigacion, se aplicaron de manera virtual, siendo adecuados a un formato digital
utilizando la plataforma Google Forms. Se buscO personas pertecientes a cada poblacién

mediante un muestreo por conveniencia

Anélisis de datos

Con el fin de analizar los datos obtenidos a través de las dos encuestas aplicadas, se
realizd un trabajo de operacionalizacion de las variables definidas a estudiar, lo que bajo el
concepto de Reguant y Martinez-Olmo (2014) permite por una parte, la elaboracion de los
instrumentos de medida, convirtiendo los indicadores en items o elementos de observacion, e
igualmente facilitan el proceso de construccion de indices al mostrar de una forma esquematica
todo el contenido de la investigacion, para asi facilitar la vision global que permite recomponer
la informacion recabada para integrarla en una “explicacion” de cada una de las dimensiones y
conceptos. Posterior a la operacionalizacion se procedié a la tabulacion de los datos, y un
analisis descriptivo y grafico de estos segun el area, a través de la utilizacion del software
Microsfot 365 Excel. Lo anterior se realizé de manera particular para cada area, por lo que se
definieron pardmetros para cada preguntas que lo requiriesen. El detalle de cada pregunta y sus

parémetros se encuentra en el Anexo.

Construccion de actividades

Para la construccion de las actividades se tomo en consideracién la informacion obtenida
en ambos cuestionarios aplicados, centrandose en la informacion obtenidas en el analisis de las
areas: futura labor docente, docencia, y habilidades de Métodos de Recuento, segln

corresponda.

Desde el area de futura labor docente y docencia, el principal insumo para la confeccién
de actividades corresponde a la informacion recopilada por la pregunta “;Cual(es) de las
siguientes habilidades se podria(n) desarrollar con la ensefianza de métodos combinatorios?:
Resolver Problemas, Argumentar y Comunicar, Modelar, y Representar”. De la que del total de
respuestas entre estudiantes de pedagogia en matematica, y docentes de matematica, las
habilidades de Modelar y Representar son las menos escogidas en ambos grupos, en cambio, las

habilidades de Resolver Problemas, y Argumentar y Comunicar son las que mas se considera se
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podrian desarrollar con la ensefianza de Métodos Combinatorios. Esta informacion se toma para

disefiar actividades que desarrollen principalmente las habilidades de Modelar y Representar.

Por otra parte, en el area de habilidades de Métodos Combinatorios, se utiliza la
informacion obtenida a cerca de las representaciones empleadas en la resolucion de los
ejercicios, y asi potenciar las menos frecuentes en el disefio de actividades. Aqui se observa que
el uso de “Formula” es utilizado muy por sobre las otras representaciones, le siguen de muy
lejos la representacion de “Casillas” y “Dibujos”, y por Gltimo el uso de “Lenguaje natural” y

“Diagrama de arbol”, siendo este ultimo casi nulo.

A partir de lo anterior es que se consultaron trabajos ya realizados que se adapten a las
necesidades mencionadas, y se toman como referencia, para luego adaptarse al contexto de

ensefianza de Métodos Combinatorios en segundo afio medio en Chile.

Se establecen dos tipos de actividades, las primeras denominadas de “Motivacion” que
tienen por objetivo proponer a los y las estudiantes una situacion problematica retadora. Esta
puede ser una pregunta de ingenio, desafio, 0 un juego propiamente tal, en la que los y las
estudiantes se involucren, en la busqueda de una respuesta corta, semi instantanea, de manera
intuitiva como un primer acercamiento a una estrategia. En estas actividades el o la docente se
desarrolla como moderador, y se busca que los y las estudiantes se enfrenten, en el inicio de la
clase, a una situacion disefiada para no ser resuelta con matematica formal, para asi motivar el
proceso de ensefianza aprendizaje que posteriormente vendra. Para estas actividades se han
tomado de diferentes autores como D'Andrea (2012), Piedra Moreno y Camacho Ruiz (2013),
y Daza Herrera (2007), y como ya se menciond se adectan al contexto de ensefianza de Métodos

Combinatorios para segundo afio medio, segun las bases curriculares chilenas.

Se confeccionan cuatro actividades de Motivacion, de las cuales dos corresponden a los

denominados “Juegos de ingenio”, y las otras dos a “Situaciones problematicas o Acertijos”.

En segundo lugar se confeccionan las actividades para “Desarrollo de clase”, estas tienen
por objetivo brindar a los y las estudiantes la experiencia de enfrentarse a una situacion
problematica que los impulse a la bldsqueda de estrategias, y, con la guia adecuada del o la
docente, generar aprendizajes significativos mediante el ensayo y error. Estas se dividen segun

cada Método Combinatorio, Permutacion, Variacion y Combinacion.
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Para la creacion de estas actividades se han tomado de referencia elementos de autores
como Gonzélez Poveda y Suescun Batista (2005), y paginas web como Refuerzo divertido (Del
Castillo Pintado (2018), y Reseteo matematico (2017), modificadas para el propoésito de ensefiar

Métodos Combinatorios en 2do afio medio en Chile.

Por ultimo se afiade a las actividades de “Desarrollo de clase”, un excelente recurso de
Tecnologia de la Informacién y la Comunicacion (TIC), que se encuentra en Garcia Moreno,
Laboratorio Basico De Azar, Probabilidad Y Combinatoria (LABAPC)(2010), una pagina web
denominada “Laboratorio Basico De Azar, Probabilidad Y Combinatoria™, desde ahora
LABAPC, la cual es un recurso multimedia, en forma de pégina web, formado por més de 50
aplicaciones o instrumentos interactivos, intimamente interrelacionadas entre si. Se disefian a
partir de este recurso actividades para la ensefianza de Métodos Combinatorios en segundo afio

medio en Chile.

Finalmente se confeccionan siete actividades del tipo “Desarrollo de clase” que se

organizan de la siguiente manera:

» Actividades de Permutacion:

- Através del uso de material concreto.

- A través del uso del Juego: “MasterMind”
» Actividades de Variacion:

- Através del uso de material concreto.

- Através del uso del Juego: “MasterMind”
* Combinacion:

- Através del uso de material concreto.
e Uso de recurso TIC LABAPC:

- A través de actividad propuesta en el texto escolar

para 2do afio medio en Chile.

- Através de actividad del recurso web.

1 http://ntic.educacion.es/w3/eos/MaterialesEducativos/mem2010/labazar/index.html
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La descripcion detallada del formato de las actividades se encuentra en el Anexo.
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Resultados y Anélisis
Los resultados obtenidos, se presentan en dos partes; la primera se asocia a la
informacion obtenida a través del anélisis de los datos obtenidos tras la aplicacion de las dos
encuetas realizadas, una para docentes de educacion matematica en ejercicio, y otro para futuros
y futuras docentes de matematica. La segunda parte, se asocia a las actividades confeccionadas

a partir de la investigacion realizada.

Resultados del anélisis de los datos obtenidos en las encuestas

Para comenzar se presentan los resultados mas relevantes obtenidos al analizar los datos
obtenidos en las encuestas aplicadas a estudiantes de pedagogia en matemaética, y a docentes de
matematica de educacion media en ejercicio, para lo cual se realiza un analisis particular de una
pregunta relevante exclusiva de cada encuesta, para luego realizar un analisis de las preguntas

comunes en ambos instrumentos. El detalle de los resultados se encuentra en el Anexo.

Estudiantes de pedagogia en matematica
La siguiente pregunta, se encuentra en la encuesta para futuros y futuras docentes de
matematica, en el area de Formacion escolar: “Dentro de tu ensefianza escolar, ¢Estuvieron
presente los métodos de recuento?, ¢De qué forma?”. A tal pregunta, un 67% de los encuestados

y encuestadas responde gue no estudié Métodos Combinatorios en su ensefianza escolar formal.

Por otra parte, de quienes manifiestan haber estudiado Métodos Combinatorios en su
ensefianza escolar formal, es decir un 33%, el 18% manifiesta que la ensefianza fue de manera
incompleta o poco significativa, frente al 15% restante que declara que si recibié la ensefianza

de Combinatoria en la ensefianza media, y que esta fue de manera satisfactoria y completa.
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La informacion se resume en el siguiente grafico:

Manera en la que estuvo presente el contenido de Métodos
Combinatorios en la ensefianza escolar de los futuros y
futuras docentes

m Estuvieron presentes de manera
incompleta.

m Estuvieron presentes de manera
completa.

No estuvieron presentes.

Graéfico 1, Fuente: Elaboracién propia

Asi es como se observa que mas de la mitad de los futuros y futuras docentes encuestadas no

estudiaron el contenido de Métodos Combinatorios en su ensefianza escolar formal.

Docentes de educacién matematica en ejercicio

En la encuesta para docentes de matematica en ejercicio, se rescata la pregunta, exclusiva

de esta encuesta, presente en el area de Docencia: “(...) Cudl(es) de las siguientes opciones

identifica mejor las dificultades que enfrenta el profesor al ensefiar métodos combinatorios en

la escolaridad? (...)”.

La informacion obtenida se resume en el siguiente gréafico.
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Principales dificultades que declaran enfrentar
los y las docentes al momento de ensenar
Metodos Combinatorios

14% 11% = Falta de recursos donde se explique la
teoria del contenido.

m Falta de recursos donde existan
ejercicios y problemas.

Falta de formacion para los docentes
para la ensefianza del contenido.

Gréfico 2, fuente: Elaboracion propia.

Se observa que mas de la mitad de los y las docentes detecta como dificultad la falta de
formacion para la ensefianza del contenido, seguido por la falta de recursos donde existan
ejercicios y problemas acordes a la ensefianza. En cuanto a la eleccion de “Otra” dificultad, los
y las docentes que la escogen mencionan que la dificultad en la ensefianza de Métodos
Combinatorios tiene multiples dimensiones, un ejemplo de esto se encuentra en la siguientes

respuestas escogidas:

e “Lacombinatoria tiene una complejidad intrinseca. Hay variadas técnicas de conteo que
requieren razonamientos sofisticados y poco usuales en matematicas para su
comprension profunda”

e “El desinterés de los docentes, falta de compromiso en términos de la calidad de los

aprendizajes que se desarrollan, formacion académica, entre otras”

La primera respuesta hace referencia a una complejidad misma de la Combinatoria, en
cuanto al razonamiento que esta requiere, y la segunda menciona por problematica un desinterés

por parte de los docentes, lo cual perjudica la calidad de aprendizajes que los estudiantes reciben.
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Analisis conjunto
A continuacion se presenta un analisis de manera conjunta para ambas poblaciones en
estudio. En primer lugar se exponen tablas que resumen la informacién asociada a las preguntas
comunes en los instrumentos aplicados. En estas tablas se detalla la pregunta, el area a la que
pertenece, y la poblacion. Posteriormente se detallan los resultados por cada parametro, y luego

se realiza en particular un andlisis del area de “Habilidades de Métodos Combinatorios”.

En el Anexo se encuentra un analisis detallado para todas las preguntas de manera

individual para cada poblacidn, al igual que el detalle de cada parametro.

Tablas comparativas.

1. Tabla n°l, elaboracion propia.

Pregunta: “Seifiale brevemente: ;Cual es la diferencia entre combinacién y variacion?”

Encuesta futuros y futuras docentes. Encuesta docentes en ejercicio.
Area: Formacion inicial docente. Area: Formacion inicial docente.
Parametro: “Menciona correctamente la diferencia utilizando el concepto de orden.”
91% de los y las estudiantes de pedagogia en 87% de los y las docentes de matematica en
matematica responden de acuerdo con este ejercicio responden de acuerdo con este
pardmetro. paradmetro.
Parametro: “Menciona correctamente la diferencia, pero no explicitamente.”
2% de los y las estudiantes de pedagogiaen  Ninguno de los y las docente se encuentra
matematica responden de acuerdo con este de acuerdo con este parametro.
parametro.
Parametro: “Contesta errobneamente.”
7% de los y las estudiantes de pedagogiaen  13% de los y las docentes de matematica en
matematica responden de acuerdo con este ejercicio responden de acuerdo con este

parametro. parametro.
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2. Tablan®2, elaboracién propia.

Pregunta: “En el contexto de Métodos de Recuento, sefiale brevemente ¢ Qué significa

que no importa el orden?”

Encuesta futuros y futuras docentes. Encuesta docentes en ejercicio.
Area: Formacion inicial docente. Area: Formacion inicial docente.
Parametro: “Comprende la definicion y logra explicarla correctamente:”
21% de los y las estudiantes de pedagogia en  60% de los y las docentes de educacion
matematica responden de acuerdo con este matematica en ejercicio responden de
parametro. acuerdo con este parametro.
Parametro: “Comprende la definicion pero no logra explicarla correctamente”
58% de los y las estudiantes de pedagogia en 27% de los y las docentes de educacion
matematica responden de acuerdo este matematica en ejercicio responden de
parametro. acuerdo con este parametro.
Pardmetro: “Responde errobneamente”
15% de los y las estudiantes de pedagogia en 13% de los y las docentes de educacion
matematica responden de acuerdo con este matematica en ejercicio responden de

parametro. acuerdo con este parametro.
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3. Tabla n°3, elaboracién propia.

Pregunta: “(...) ¢ Qué tan preparado/a se siente para ensefiar Métodos de Recuento?,

Justifique la opcion escogida”

Encuesta futuros y futuras docentes. Encuesta docentes en ejercicio.
Area: Futura labor docente. Area: Docencia.
Parametro: “Muy preparado/a”
2% de los y las estudiantes de pedagogiaen  Ninguno de los y las docente de matemaética
matema@tica sienten dicho nivel de en ejercicio sienten dicho nivel de
preparacion. preparacion.
Parametro: “Preparado/a”
18% de los y las estudiantes de pedagogia en  Ninguno de los y las docente de matematica
matema@tica sienten dicho nivel de en ejercicio sienten dicho nivel de
preparacion. preparacion.
Parametro: “Medianamente preparado/a”
35% de los y las estudiantes de pedagogia en 27% de los y las docentes de matematica en
matematica sienten dicho nivel de ejercicio sienten dicho nivel de preparacion.
preparacion.

Parametro: “Poco preparado/a”

36% de los y las estudiantes de pedagogia en 33% de los y las docentes de matematica en
matematica sienten dicho nivel de ejercicio sienten dicho nivel de preparacion.
preparacion.

Parametro: “Muy poco preparado/a”

9% de los y las estudiantes de pedagogiaen  40% de los y las docentes de matematica en
matematica sienten dicho nivel de ejercicio sienten dicho nivel de preparacion.

preparacion.
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4. Tabla n®°4, elaboracion propia.

Pregunta: “Justificacion de eleccion de nivel de preparacién”

Encuesta futuros y futuras docentes. Encuesta docentes en ejercicio.
Area: Futura labor docente. Area: Labor docente.

Pardmetro: “Buen aprendizaje”
36% de los y las estudiantes de pedagogia en 47% de los y las docentes de matematica en
matematica justifican de este modo su gjercicio justifican de este modo su eleccion.
eleccion.

Pardmetro: “Mal aprendizaje”
24% de los y las estudiantes de pedagogiaen 29% de los y las docentes de matematica en
matematica justifican de este modo su ejercicio justifican de este modo su eleccion.
eleccion.

Parametro: “Obstéaculo especifico: Didactica del tema”
24% de los y las estudiantes de pedagogia en  18% de los y las docentes de matematica en
matematica justifican de este modo su ejercicio justifican de este modo su eleccion.
eleccion.
Parametro: “Obstaculo especifico: Problema con la eleccion de Método

Combinatorio a utilizar”
16% de los y las estudiantes de pedagogia en 6% de los y las docentes de matematica en
matematica justifican de este modo su ejercicio justifican de este modo su eleccion.
eleccion.
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5. Tabla n®5, elaboracién propia.

Pregunta: “(...) ¢Cual(es) de las siguientes habilidades se podria(n) desarrollar con la

ensefianza de métodos combinatorios?: Resolver Problemas, Argumentar y Comunicar,

Modelar, y Representar”.

Encuesta futuros y futuras docentes. Encuesta docentes en ejercicio.
Area: Futura labor docente Area: Labor docente
Parametro: “Habilidad: Resolver Problemas”
41 de 44 estudiantes de pedagogia en 13 de 15 docentes de pedagogia en
matematica encuestados seleccionan dicha matematica en ejercicio seleccion dicha
habilidad. habilidad.
Parametro: “Habilidad: Argumentar y Comunicar”

34 de 44 estudiantes de pedagogia en 10 de 15 docentes de pedagogia en
matematica encuestados seleccionan dicha matematica en ejercicio seleccion dicha
habilidad. habilidad.

Parametro: “Habilidad: Modelar”
31 de 44 estudiantes de pedagogia en 10 de 15 docentes de pedagogia en
matematica encuestados seleccionan dicha matematica en ejercicio seleccion dicha

habilidad. habilidad.

Parametro: “Habilidad: Representar”

27 de 44 estudiantes de pedagogia en 9 de 15 docentes de pedagogia en
matematica encuestados seleccionan dicha matematica en ejercicio seleccion dicha
habilidad. habilidad.

Toda la informacion que se ha presentado resulta de mucha utilidad para el propésito de
analizar la situacién actual de la ensefianza de Métodos Combinatorios, asi es que se invita a
revisar el Anexo al capitulo de Resultados para revisar de manera detallada el analisis realizado,

el cual lleva a la conclusiones precisadas en esta investigacion.
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Area de “Habilidades de Métodos combinatorios”.

Finalmente, se realiza un analisis detallado del area de “Habilidades de Métodos
Combinatorios”, la cual es comun de las dos poblaciones de estudio. Esta estd compuesta por 6
ejercicios que, como se sefiala en el Marco Metodoldgico, pertenecen a la version corta del
cuestionario creado en Navarro-Pelayo, Batanero, y Godino, “Razonamiento combinatorio el

alumnos de secundaria” (1996).

En primer lugar, se realiza el analisis de los resultados en base a las respuestas obtenidas.
A continuacién, se presentan dos graficos que resumen, respectivamente por pregunta, la
cantidad de estudiantes de pedagogia en matemaética, y de docentes de educacion media en

matematica gue contestaron correctamente.

Cantidad de estudiantes, por ejercicio, que
responden correctamente.

50 44
8 ZS 38
c 34 33
S 35 31
= 28
2 30
o 25
©
5 20
S 15
§ 10
O 5

0

1 2 3 4 5 6

Numero de ejercicio

Gréfico 3, fuente: Elaboracion propia.
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Cantidad de docentes, por ejercicio, que contestan

correctamente.
16 15
13 14
14
g - 1
s 12
S 10 8
3 8
©
S 6
T 4
)
2
0
1 2 3 4 5 6

NUmero de ejercicio

Gréfico 4, fuente: Elaboracion propia.

Se observa que la pregunta dos fue respondida, tanto por los docentes y futuros docentes,

correctamente por el total de encuestados.

El ejercicio dos corresponde a un modelo denominado, en Navarro-Pelayo, Batanero, y
Godino (1996), de “Seleccion”, esto corresponde a cuando se considera un conjunto de m
objetos (generalmente distintos), de los cuales se extrae una muestra de n elementos (Navarro-
Pelayo, Batanero, & Godino, 1996). La respuesta a esta pregunta estd determinada por una
Permutacion simple de tres elementos, dando como resultado 3!. El otro tipo de pregunta de
Seleccién presente en el cuestionario es el ejercicio nimero seis, que cuenta con 38 de 44
estudiantes de pedagogia en matematica que contestan correctamente, y 14 de 15 en el caso de
los y las docentes, y en ambos casos corresponde a la segunda pregunta con mayor cantidad de

respuestas correctas.

Por el contrario, los ejercicios con menor cantidad de respuestas correctas, en el caso de
los estudiantes de pedagogia, son el nimero tres y cuatro, con una cantidad de 31 y 28,
respectivamente, de estudiantes que contestan de forma correcta. En el caso de los y las
docentes, los ejercicios con menor cantidad de respuestas correctas son el numero uno, y el

cinco, con una cantidad de 8 y 11, respectivamente, de docentes que responden adecuadamente.

El ejercicio cuatro, el cual obtuvo la menor cantidad de respuestas correctas en los

estudiantes de pedagogia en matematica, es del tipo denominado “Colocacion”, que segtn los
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autores se refiere a la colocacion de una serie de n objetos en m celdas, lo que es equivalente a
establecer una aplicacion desde el conjunto de los n objetos al conjunto de las m celdas. La
respuesta a la pregunta corresponde a una Variacion simple de cinco sobre 3, V2. El otro
ejercicio del tipo “Colocacion” presente en el cuestionario es el ejercicio nimero uno, y
corresponde al que obtuvo menor cantidad de respuestas correctas por parte de los docentes. La

respuesta a este ejercicio corresponde a una Combinacion de 4 sobre 3, C5.

En cuanto a los errores cometidos, el mas frecuente tanto en docentes como futuros
docentes, y muy por sobre los demas, es el de tipo dos, que corresponde a la confusion por la
importancia del orden de los objetos. Se observa que, los estudiantes de pedagogia en
matematica, y los docentes de matematica que se equivocan en algun ejercicio, la mayoria lo
hace por errar en la eleccion del Método Combinatorio, lo que tiene directa relacion con la
confusion sobre la importancia del orden de los elementos. A continuacion se muestra la

distribucion de la cantidad de errores cometidos.

Cantidad total de tipo errores cometidos por los estudiantes de
pedagogia en matematica

45 39

Cantidad de estudiantes
N
o

Tipo de error

Graéfico 5, fuente: Elaboracion propia.
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Cantidad total de errores cometidos por los docentes de
educacion media de matematica
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Gréfico 6, fuente: Elaboracion propia

En base a esta informacidn es que se procede a graficar la cantidad de errores de tipo dos
por pregunta, y se observa que, en el caso de los estudiantes de pedagogia, las preguntas con
mas errores de tipo dos son las tres y cinco, ambas corresponden al tipo denominado de
“Particion”. En este modelo se esta interesado en dividir un conjunto de n objetos en m
subconjuntos, es decir, en efectuar una particion de un conjunto. (Navarro-Pelayo, Batanero, &

Godino, 1996). Asi se muestra en el grafico a continuacion.

Cantidad de errores de orden cometidos por los estudiantes, por
ejercicio.
12

11 11
10
8
2
: ]
0
2 3 4 5 6

NUmero de ejercicio

N A OO
]

Cantidad de estudiantes

Gréfico 7, fuente: Elaboracion propia.

A su vez, los ejercicios con més errores de tipo dos en la encuesta de docentes, son el

uno y cinco, las cuales corresponden al modelo del tipo “Colocacion” y “Particion”
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respect

ivamente, que ya se han analizado en base al modelo determinado en Navarro-Pelayo,

Batanero, y Godino (1996) Asi se muestra en el gréfico a continuacion.

Cantidad de errores tipo dos cometidos por los docentes, por

ejercicio.
45 4 4
4
£ 35 3
S 3
S
o 28
5 2
©
S 15
] 1
o
0.5 0 0 0
0
1 2 3 4 5 6
Numero de ejercicio

Gréfico 8, fuente: Elaboracion propia.

En segundo lugar, se realiza un analisis en base a todas las representaciones utilizadas
por los y las docentes, y futuros y futuras docentes al momento de responder los ejercicios de la
seccion. A continuacion se muestra una tabla que lo resume en ambos casos.

Tabla que resume la cantidad de representaciones utilizadas por los y las
estudiantes de pedagogia en matematica, por ejercicio.
Representacidn utilizada
Numero de
ejercicio
1 4 2 38 17 13
2 17 1 26 5 10
3 2 0 37 6 16
4 5 1 38 3 3
5 5 1 34 2 13
6 23 0 31 3 3

Tabla 6, fuente: Elaboracién propia
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Tabla que resume la cantidad de representaciones utilizadas por los y las docentes

de pedagogia en matematica por ejercicio.

Representacidn utilizada

Nimero de
ejercicio
1 11 1 13 8 3
2 7 1 15 9 6
3 3 0 13 12 4
4 7 0 15 9 2
5 3 1 15 7 0
6 9 0 15 5 3

Tabla 7, fuente: Elaboracion propia.

Se observa que la gran mayoria de los encuestados y encuestadas utiliza una Formula
explicita en la resolucion de los ejercicios. En cambio, la utilizacion del Diagrama de Arbol es

practicamente nula.

En el caso de los estudiantes de pedagogia, se puede observar también que la pregunta
dos, la cual cuenta con el mayor porcentaje de error, es en la que menos se utiliza la Férmula,

siendo muy frecuente el uso de Casillas en busqueda de la respuesta.

A su vez, en el caso de los y las docentes, en el ejercicio uno, el que obtuvo la mayor
cantidad de errores, es la que mas utiliza la representacion de Casillas en blsqueda de la
resolucion. También en el ejercicio tres se privilegia el uso de Lenguaje Natural para

complementar el uso de Férmula.

La informacion se grafica para evidenciar la distribucion de la eleccion de representacion

al momento de resolver los ejercicios, tal y como se muestra a continuacion.
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REPRESENTACIONES UTILIZADAS POR LOS Y
LAS ESTUDIANTES EN EL TOTAL DE
RESPUESTAS OBTENIDAS

Dibujos Casillas
16% 15%

Diagrama de arbol

1%

) H Casillas
Lenguaje natural

10% m Diagrama de arbol

m Férmula
m |enguaje natural

m Dibujos

Formula
58%
Gréfico 9, fuente: Elaboracion propia.

REPRESENTACIONES UTILIZADAS POR LOS
Y LAS DOCENTES EN EL TOTAL DE

RDEbS_PU ESTAS OBTENIDAS.
|9;(J)os Casillas

20%

o de Arbol H Casillas
; igrama de arbo
Lengugjseo/l\latural g 204 m Digrama de arbol
0
® Formula

m Lenguaje Natural

m Dibujos

Férmula
44%

Gréfico 10, fuente: Elaboracién propia.

Se observa que, como ya se ha mencionado, en ambas encuestas la mayoria de los
encuestados y encuestadas utilizan la Formula explicita para la resolucién de los ejercicios. En
cambio, un porcentaje minimo utiliza el Diagrama de arbol. El alto porcentaje en la utilizacion
de la representacion “Formula” se explica pues muchas resoluciones son hechas exclusivamente
con ella. No obstante, las otras representaciones son, en su mayoria, utilizadas como un método

de comprobacion de lo hecho con Férmula.
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En el caso de los y las estudiantes, la resolucion mediante las representaciones
denominadas como “Dibujos” y “Casillas” tienen una eleccion del 16% y 15% respectivamente,
lo cual las posiciona en un lugar intermedio de eleccion, lo que significa que, en su mayoria, los
estudiantes las utilizan para confirmar su resolucion hecha a través de “Férmula”. Al igual que,

pero en menor medida, el “Lenguaje natural”, que es utilizado solo por 10% de los encuestados.

El caso de los y las docentes es similar, pero con la resoluciébn mediante las
representaciones denominadas como “Lenguaje Natural” y “Casillas”, las que tienen una
eleccion del 25% y 20% respectivamente. Es decir, los y las docentes utilizan la representacion
de “Lenguaje Natural” y “Casillas” para la comprobacion de sus resultados obtenidos mediante
“Formula”. De igual manera, la representacion “Dibujo” es utilizada, pero solo por un 9% de

los encuestados.

En ambos casos, docentes y futuros docentes, se puede decir también que las personas
que utilizan otra representacion, ademas de “Férmula”, necesitan de esta para formalizar su

respuesta, no creyendo suficiente una encontrada a través de otra representacion.

De las actividades

Las actividades que se confeccionaron son propuestas para el trabajo en clases para la
ensefianza de Métodos Combinatorios, tanto en el inicio como en el desarrollo de estas, y
ademas se propone la utilizacion de un recurso TIC. No se propone un conjunto de ejercicios
para resolver, sino que se proponen juegos, desafios y situaciones diversas, algunas utilizando
material concreto, que permiten desarrollar el Razonamiento Combinatorio en estudiantes de 2°

medio.

Dichas actividades son flexibles, pueden ser modificadas acorde al contexto del grupo
curso, tanto en materiales como en la metodologia de aplicacion. Se describe detalladamente el
desarrollo del Razonamiento Combinatorio en las actividades, proponiendo preguntas

orientadoras claves para dicho proceso.

A continuacion se presentan los aspectos mas relevantes de la propuesta de actividades,
tanto de las actividades de Motivacion como de Desarrollo de clase, y de las planificadas con el

recurso TIC, tomando de ejemplo cuatro de las once actividades, para asi ejemplificar el trabajo
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realizado. El detalle y las caracteristicas de cada actividad se encuentran en el Anexo, por

lo que al leer las actividades pueden surgir algunas dudas que se encuentran resueltas alli.

Motivacion

Las actividades propuestas, denominadas como “Motivacion” de clase, no son solo para
ser utilizadas como un momento individual al inicio de la clase, asi como mencionan Alfaro
Valverde y Chavarria Chavarria (2002) la motivacion se convierte en el motor de una leccion,
y por lo tanto, como describe Nérici (1991) motivar es predisponer al alumno hacia lo que se
quiere ensefar; es llevarlo a participar activamente en los trabajos escolares. Asi pues, la
motivacion en el plano pedagdgico significa proporcionar motivos, es decir, estimular la
voluntad de aprender. (Alfaro Valverde & Chavarria Chavarria, 2002), y no debe quedar solo
en la actividad inicial, si no que ser llevada a cabo a lo largo de la leccion. Para este momento
se disefiaron cuatro actividades, para ejemplificar y a modo de resumen se presenta la siguiente

tabla con una de las actividades:
1. Actividad de Motivacion del tipo Juego

Nombre: “El circulo de monedas”

Habilidades: Argumentar y Comunicar.

Resumen actividad: En el juego se disponen 6 monedas | Preguntas Orientadoras:

por participante, sin dejar espacio entre ellas, formando - ¢Qué se debe hacer para

un circulo. El juego consiste en sacar monedas del asegurarse de ganar el

circulo, el jugador que saque la o las Gltimas monedas del juego?

circulo ganara. Los jugadores se turnan para sacar una o - ¢Esdificil pensar en

dos monedas, pero si se sacan dos, estas deben estar una todas las opciones que

junto a otra, sin que haya entre ellas ninguna otra moneda tienen los comparieros y

0 espacio vacio. Se le propone a los y las estudiantes jugar comparieras?

2 0 3 veces. - ¢Siel grupo es de dos, es
mas facil pensarlo que de
cuatro?, ¢Por que?

Tabla n°8, elaboraciéon propia.
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Desarrollo

Las actividades que se proponen para el “Desarrollo de la clase”, para la ensefianza de

Métodos Combinatorios en segundo afio medio, son actividades pensadas para que el o la

estudiante comience y construya su aprendizaje, asi como se menciona en Duefas, y otros

(2018) esta parte de la clase va, para el estudiante, desde su primer acercamiento con el

contenido, hasta la capacidad de aplicarlo. Para el correcto desarrollo de estas actividades, es

primordial como aprendizaje previo, que los estudiantes conozcan el principio multiplicativo y

aditivo. Se disefiaron cinco actividades para este momento de la clase, para ejemplificar se

muestra en una tabla el resumen de dos:

1. Actividad para el contenido de Permutacion con la utilizacién de material concreto.

Nombre: “Pasteleros y pasteleras: Permutar con Policubos”

Habilidades: Argumentar y Comunicar, Modelar y Representar.

Resumen actividad: Se le presenta a losy las

estudiantes dos situaciones que deberan
resolver con policubos.

Primera situacién

“Se debe determinar el orden de los sabores de
una torta para la celebracién del aniversario del
colegio. Esta tiene tres pisos, cada uno con un
sabor distinto, se deben distribuir entre:
frambuesa, crema pastelera y menta. Se nos
solicita describir cuéntas diferentes tortas se
podrian construir, teniendo en cuenta que el
diferente orden de los sabores determina una
torta distinta. El piso de frambuesa esta
identificado por el color rojo, el de crema
pastelera por color amarillo, y el de menta por

verde.”

Preguntas_Orientadoras: Se presentan

preguntas orientadoras por situacion.

Preguntas Orientadoras primera situacion

- ¢Cudl es la mayor cantidad de
tortas distintas que se pueden
construir con tres sabores?

- ¢Por qué son estas, todas las
tortas que se pueden
construir?

- ¢Existe otra forma, distinta a
la planteada, para representar
las cantidad de tortas que se

pueden construir?
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Segunda situacién Preguntas Orientadoras segunda situacion

“La directora se ha olvidado del sabor favorito
de los estudiantes, el chocolate, que se
representa con el color café. Por lo que se
solicita, nuevamente, determinar la mayor
cantidad de tortas que se pueden cocinar, esta
vez, con los cuatro sabores, sin repetir

ninguno.”

Tabla n°9, elaboracion propia.

- ¢Cual es la mayor cantidad de
tortas distintas que se pueden
cocinar con los cuatro sabores?

- ¢Por gqué son estas, todas las
tortas que se pueden construir?

- ¢Existen otras forma para
representar y determinar la
cantidad de tortas que se
pueden preparar?

- Si ahora fueran cinco sabores,
¢Habra mas cantidad de tortas
posibles?, ¢De qué manera
podrias resolver la

problematica?

2. Actividad para el contenido de Variacion con la utilizacion del juego “Mastermind”

Nombre: “Mastermind: Adivina el codigo”

Habilidades: Argumentar y Comunicar, Modelar y Representar.

Resumen actividad: Se les explica a los y las

estudiantes la metodologia e instrucciones del
juego Mastermind o Cdédigo secreto, las que en
general son:

En un sector se dispone un espacio para que, de
manera secreta, un jugador cree un cddigo, en este
caso, con cuatro colores, que se pueden repetir o no

segun lo que disponga el moderador o moderadora.

Preguntas Orientadoras:

- ¢Qué estrategias
utilizaron para intentar

ganar el juego?

- Con la cantidad de filas

disponibles para los
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A continuacion, el otro jugador, el descifrador,
intentard descifrar el codigo, esto poniendo intentos
en la seccion de cuatro agujeros horizontales. Para
ir avanzando y logrando determinar el cédigo, el
jugador que lo creo le daré pistas a través de fichas
color rojo o blanco, que se dispondran al costado
de cada intento, de manera general, de la siguiente
forma:

- No se pondréa ninguna ficha, si ninguno
de los colores dispuestos por el
descifrador coincide con el codigo
creado.

- Se pondra una ficha color blanco, por
cada ficha de color correcto que haya
dispuesto el descifrador.

- Se pondra una ficha color, rojo por cada
ficha que haya dispuesto el descifrador
con el color, y la posicién correcta.

El descifrador no sabra cuél de sus fichas dispuesta
es correcta, tanto en color como en posicion. Este
contard con una cantidad maxima de intentos, que
estard determinada por el tablero. Ganara el
descifrador si logra determinar correctamente el
cddigo en el nimero de intentos maximos, en caso
contrario gana el otro jugador. En esta
oportunidad, para la creacién de la clave tenemos
tres colores disponibles, pero esta debe tener solo
se desarrolla con dos colores, los que no se pueden

repetir, con un total de 4 filas para lograr adivinar.

Tabla n°10, elaboracion propia.

intentos, ¢Se podra ganar

si o si el juego?

¢ Cuantas filas deberia
haber para asegurar que
se va a ganar, si 0 si?, ¢y
si el cédigo a descifrar
fuera de cinco colores

sin repetirse?

Lo anterior, ;Se puede
generalizar para
cualquier nimero de

colores?

¢De qué otra manera se
puede representar la
cantidad de claves que se
pueden formar con los
cuatro colores?, ¢y con

cinco?
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Recurso TIC
En las actividades que utilizan el recuso TIC se describen dos diferentes maneras de
utilizar LABAPC (Garcia Moreno, Laboratorio Béasico de Azar, Probabilidad y Combinatoria.,
2010), el cual es un software de libre acceso, primero a través de la ejemplificacion con un
ejercicio del texto escolar ministerial para 2°medio, y luego con las herramientas que
proporciona el software. Estas son solo un pequefio ejemplo de las posibilidades del software.
A continuacién se muestra una sintesis de los aspectos mas importante de una de las actividades:

1. Actividad utilizando el recurso LABAPC

Nombre: “;Camino logico?”
Habilidades: Argumentar y Comunicar, Modelar y Representar.

Resumen actividad: A través de la utilizacion del | Preguntas Orientadoras:

recurso web LABAPC, especificamente la seccién - ¢Cuéles fueron las
“Caminos logicos”, que se encuentra luego de, en el dificultades que se

inicio de la pagina, escoger la seccion enfrentaron al momento de
“Combinatoria”, se propone la resolucion del resolver el ejercicio?
siguiente ejercicio: ¢Cuantos caminos existen para - ¢El software aport6 a la
llegar del punto A al B en una cuadricula de 4x2? solucion de estas?

Se invita a los y las estudiantes a utilizar la
seccion para comprar el resultado de su ejercicio,

utilizando las herramientas que este trae.
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Imagen de referencia:

COMBINATORIA. ATH docee
CAMINOS LOGICOS SOBRE UNA CUADRICULA O LT 1
I

H ;
I = .

Coloca adecuadamente 4 tramos verticales (V) y 2 tramos horizontales (H) para construir un camino de 6
tramos que una A con B sobre la cuadricula. Esto es lo que se llama un CAMINO LOGICO desde A hasta B.
éCuantos caminos légicos diferentes se pueden construir?

Cada camino construido es una permutacion de 6 elementos ( 6
B tramos ) con repeticion ( hay 4 tramos verticales indiferenciables y 2
L I tramos horizontales indiferenciables entre si). Hay, por tanto:

2 6! _
PR& - 412 =15

...caminos légicos diferentes. Trata de encontrar los 15 caminos
légicos diferentes. Cuando formes un camino, éste quedara
registrado automaticamente siempre y cuando no se trate de un
camino repetido.

Estado:
Camino sin construir

Cuando lo intentes, no tardaras en caer en la cuenta de la importancia de seguir
un orden ¢ una estrategia de formacién.

También puedes utilizar la estrategia mas utilizada en Combinatoria: tomar un

papel y lapiz y hacer el correspondiente diagrama en arbol.

VOLUMEN =
@ a~mn =)

Imagen tomada de Garcia Moreno (Laboratorio Basico De Azar, Probabilidad Y Combinatoria
(LABAPC), 2010)

Tabla n°11, elaboracion propia
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Discusién y Conclusion
En la presente investigacion se analizé la realidad de la ensefianza de la Combinatoria
en Chile. Primero identificando el tratamiento que se le ha dado en diferentes textos de estudio,
y cémo el recurso didactico del Juego es contingente para su ensefianza. Luego recopilando y
analizando informacién sobre las dificultades que enfrentan docentes, y futuros docentes, para

asi finalmente disefar actividades que respondan a las necesidades detectadas.

A partir de lo anterior es que se puede evidenciar que la ensefianza de la Combinatoria
se ha enfocado en la memorizacién de formulas, dejando de lado la comprension. De este modo,
se puede observar que si se realiza el ejercicio de buscar el contenido en diferentes plataformas
educativas, se encuentran ejercicios y el contenido, pero solo dando énfasis en la memorizacion
de formulas mediante diferentes técnicas. Esto puede explicarse pues a nivel escolar, en
ensefianza media, existe un profundo enfoque en las salas de clases hacia la preparacion de la
Prueba de Seleccion Universitaria (actualmente prueba de transicion), la cual evalla
precisamente lo mencionado, calculo de Métodos Combinatorios, o célculo de probabilidades.
Esto conlleva a un déficit en el Razonamiento Combinatorio en los y las estudiantes de
ensefianza media, pues en ningun otro momento, segln las Bases Curriculares, se propician

espacios para su analisis.

En cuanto a los textos estudiados, “Combinatoria y Probabilidad” (Wilhelmi, 2004),
“Probabilidades doctas con discos, aboles, bolitas y urnas” (Romagnoli, 2011) , y el “Texto para
el estudiante de segundo afio medio” (Ministerio de Educacion de Chile, 2018), se observé que
existen diferencias en el tratamiento del contenido. Primero, la manera de definir cada Método
Combinatorio presenta diferencias, segun cada autor, por ejemplo Wilhelmi (2004) realiza una
definicion formal para cada Método Combinatorio de manera individual, a partir de la
demostracion y construccion de ella. De la misma manera, el Texto escolar para segundo afio
medio se encarga de construir con matematica de nivel escolar, a partir de un ejemplo, las
definiciones y férmulas, para al final de la leccidn explicitarlas a modo de resumen o cierre. En
cambio, Romagnoli (2011) presenta las definiciones utilizando el modelo de urnas y extraccién
de bolitas, llevandolo siempre al concreto, es decir, no deja las definiciones de manera abstracta
sino que las lleva a una situacion real, para luego formalizar y generalizar la formula. Es

importante mencionar que en este texto, los diferentes Métodos Combinatorios se muestran de
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manera conjunta, uniéndolos para comprenderlos de esa manera. A diferencia de los otros dos
textos, que muestran implicitamente o como consecuencia un método a partir de otro, pero no
relaciondndolos a ese nivel, dejando al lector o estudiante el trabajo de relacionar y determinar

la relacion existente.

Se observa que la construccion de un Razonamiento Combinatorio, en los textos citados,
surge a partir del Lenguaje Natural, es decir, a traves de un razonamiento l6gico matematico de
situaciones problematicas, con y sin contexto, se ha de llegar a la formulacién del Método
Combinatorio en cuestion, quedando para posterior la ejercitacion con juegos o contextos,

dependiendo del texto.

Sumado a lo anterior, es que al estudiar el tratamiento del contenido en el Texto escolar
de 2° afio medio, de caracter privado, de la editorial Crecer Pensando (Santis Avalos, Celedon
Montiel, Aguilar Baeza, y Garcia Escuti, 2016) se observa lo poco que es trabajado el
Razonamiento, pues solo se entregan ejercicios resueltos, es decir, el contenido se lleva a la

mecanizacion a través de las férmulas.

Por otra parte y en relacion con las encuestas aplicadas para esta investigacion, se
observo que en las respuestas de ambas poblaciones en estudio, futuros docentes y docentes en
gjercicio, se mencionan ciertas habilidades que se pueden desarrollar con la ensefianza de
Métodos Combinatorios muy por sobre otras. Se infiere que, posteriormente, en la labor docente,
se llevara a cabo una planificacion de la ensefianza en la bldsqueda principalmente de esas
habilidades, pues son de manejo personal del docente. Estas habilidades pueden no ser siempre
las més desafiantes, y como consecuencia a esto, se observa de manera general en matematica
que en muchos casos se planifica solo en la busqueda de un aprendizaje memoristico, de
utilizacion y comunicacion de resultados, por lo que, por ejemplo, las habilidades de
Modelacion y Representacion quedan fuera de ello. Dichas habilidades son las menos
seleccionadas por los sujetos de ambas poblaciones de estudio, por lo que las actividades
planteadas en esta investigacion buscaron responder a esa necesidad. Sin embargo, debiese
fomentarse en la formacién inicial docente la visualizacion de planificaciones en bdsqueda del
desarrollo de otras habilidades de orden superior, para evitar asi el sesgo con ciertos contenidos
matematicos que pudiesen considerarse de menor importancia, como es el caso, segun lo

investigado, de los Métodos Combinatorios.
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En el anélisis de los datos se observo una relacion entre las respuestas ante la descripcion
de la importancia del orden, y el error mas frecuente cometido en los ejercicios, en ambas
poblaciones de estudio. En primer lugar, entre los y las estudiantes de pedagogia, y los y las
docentes de educacion matematica en ejercicio, existe, especialmente en los primeros, un
porcentaje importante de personas que no logran definir correctamente la importancia o no del
orden en contextos de Métodos Combinatorios. Sumado a esto, se determind que el error mas
frecuente al momento de resolver la seccion de habilidades de Métodos Combinatorios? es el de
tipo dos, lo que corresponde a la confusion por la importancia del orden de los objetos a
configurar. Es asi como, analizando dichas situaciones, se observa que en ambas poblaciones
de estudio no existe una confianza en un resultado que no sea obtenido a través de una Formula.
En la mayoria de los casos, se utiliza primero otra representacion, como Casillas o Lenguaje
natural, para posteriormente comprobarlo o ratificarlo formalmente mediante la Formula del

Método Combinatorio escogido.

Lo expuesto anteriormente evidencia un déficit en el Razonamiento Combinatorio, pues,
para determinar la Formula a utilizar, se procedié por la memorizacion, y no por el razonamiento
de la situacion. De ese modo, se omitio el proceso de pensar en todos los casos posibles, por lo
cual los sujetos de las poblaciones de estudio incurrieron en errores al no darse cuenta, 0 no
razonar, a cerca de las posibilidades de organizacion que tenian los elementos, y las restricciones
que existian en base a los contextos, lo que llevaba al resultado correcto por otro Método
Combinatorio. Esto también puede deberse a un exceso de confianza con la férmula, es decir,
creer que esta se sabe de memoria, en cuanto a cuando y como usarla, y que por lo tanto, es solo
“llegar y aplicar”. Esto es un hallazgo de la investigacion por lo que puede ser utilizado para

futuras investigaciones en exploracién de soluciones.

Por otra parte, en la busqueda de informacidn para la construccion de las actividades, se
evidencia la falta de recursos para la utilizacion del juego en la ensefianza media, de lo cual se
encontré informacidn relevante e investigaciones que puntualizan sobre la importancia del juego
en educacion preescolar, pero a medida que se va avanzando en los niveles escolares, va
disminuyendo drasticamente la informacion y recursos de este tipo. Las actividades que se

presentaron aportan e innovan en la investigacion, y constituyen un recurso para los y las

2 Ejercicios de la version corta del cuestionario encontrado en Navarro-Pelayo, Batanero, y Godino (1996)
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docentes en la utilizacion de juegos en educacion matematica en ensefianza media, la cual, como
se menciono, es aun escasa, debido a que es muy dificil encontrar juegos para dicho nivel en
Chile, pues en esta etapa de la escolaridad se favorece el estudio a pruebas estandarizadas, como
menciona Rupin (2019) “pareciera que el juego no aportase cuando hay una presion tan grande
por determinados resultados, llamese pruebas nacionales de conocimiento, que se cree que a
los nifios hay que “entrenarlos” para eso.”. En ese sentido, la investigacion y la propuesta de
actividades propone mirar la educacion desde otro punto de vista a lo que habitualmente se hace
en la sala de clases, lo que no podréa traer repercusiones positivas si no se avanza en politicas
publicas. En este sentido, la investigacién pone en la mesa lo mencionado por Garrido y

Céarcamo (2020), quienes especifican que

“Si bien el valor del juego en relacion al aprendizaje ha comenzado a abrirse un espacio
en las preocupaciones publicas de educacion de algunos niveles educativos (especificamente
educacion inicial), es necesario que esto se traduzca en una politica publica a todo nivel
educativo, que tenga relacion con abrir espacios de juego en la escuela, tales como ludotecas

que proporcionen material concreto para los docentes a la hora de integrar el juego en el aula.”

De ser tomado en cuenta, y comenzar el camino de la utilizacion de espacios al Juego,
aportaria a una de las principales dificultades de la implementacion de actividades, la cual es el
déficit de los materiales y herramientas necesarias para la correcta implementacién en las salas

de clases.

Es importante mencionar, que el hecho de que ademas de Juegos, también se hayan
propuesto actividades con material concreto y recursos tecnoldgicos, no es necesariamente
porque no haya habido mas material con respecto al Juego, sino que es la muestra también de
otra metodologia para la ensefianza de Métodos Combinatorios, donde se propicie un espacio

para el desarrollo de razonamientos matematicos, y no conlleve solo a memorizar una formula.

Con todo lo que ya se ha expuesto en esta investigacion, se evidencia que los aspectos
principales del objetivo de esta investigacion se han cumplido, pues por un lado, se consultaron
y analizaron diferentes documentos de estudio de Métodos Combinatorios, desde las Bases
Curriculares, pasando por el Texto de estudio escolar correspondiente a 2° medio, y su contraste
con un Texto escolar privado, hasta libros de matematica discreta. Esto permitié dar un amplio

espectro de la realidad actual, en cuanto al tratamiento del contenido, pudiendo evidenciar
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similitudes y diferencias fundamentales, que aportan a la direccion en la que se quiera guiar la
ensefianza de Métodos Combinatorios, para ampliar la manera en la que este objeto matematico
puede ser tratado, tanto en definiciones, como representaciones, ejercicios y problemas.

Por otra parte, se revelan las dificultades que enfrentan los docentes y futuros docentes
en su proceso de ensefianza aprendizaje de los Métodos Combinatorios. En primer lugar, con la
poblacién de futuros y futuras docentes, mediante la resolucidn de los ejercicios y las respuestas
a preguntas fundamentales para la ensefianza del contenido®, presentes en el cuestionario, se
evidencio principalmente, como ya se ha mencionado, un déficit en su Razonamiento
Combinatorio. Esta informacion es util para tomar medidas a corto plazo en la formacion inicial
docente, y reformular la manera en la que es ensefiada el contenido, poniendo un énfasis mayor
en el proceso, mas que el resultado, y buscar estrategias para que los futuros y futuras docentes
se formen, para que el tratamiento de este contenido en la sala de clases sea en la busqueda de

aprendizajes significativos, y no continuar con los errores evidenciados.

En segundo lugar, en la poblacion de docentes que representan a esta investigacion se
evidencian dificultades similares en cuanto al proceso de ensefianza aprendizaje, lo cual lo
ratifican respondiendo a la pregunta “(...) Cuél(es) de las siguientes opciones identifica mejor
las dificultades que enfrenta el profesor al ensefiar métodos combinatorios en la escolaridad?
(...)”, en la cual un 54% manifiesta la falta de formacion para la ensefianza del contenido. Es
decir, los docentes sefialan, consciente (en cuanto a dicha pregunta) e inconscientemente (en
cuanto a sus respuestas de los ejercicios y preguntas fundamentales) que la preparacién para la
ensefianza de este contenido es débil, y debe fortalecerse.

Finalmente, se disefiaron once actividades que responden a las necesidades evidenciadas,
pues no solo se presentan actividades como tal, sino que se ha realizado el trabajo de disefiar el
paso a paso en la construccion de aprendizajes, mencionando preguntas orientadoras claves y el
Razonamiento Combinatorio que se espera, vaya desarrollandose progresivamente. Ademas de
presentar actividades para dos diferentes momentos de la clase, Motivacion y Desarrollo, con el
recurso didactico del Juego, lo que es un gran aporte a la investigacion de esta area en ensefianza

media.

3 Principalmente: “En el contexto de Métodos de Recuento, sefiale brevemente ¢Qué significa que no importa el
orden?”.
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Por dltimo, en las actividades se desarrollan habilidades matematicas que ambas
poblaciones de estudio mencionaron en menor medida se pudiesen generar, por lo que es una
muestra legitima y tangible de que es posible trabajar el contenido de Métodos Combinatorios
no solo en la memorizacion de formulas, y que es posible trabajar a traves de Juegos y recursos

IUdicos en ensefianza media.

Lamentablemente, por las condiciones sanitarias mundiales, que la Organizacién
Mundial de la Salud ha calificado de pandemia, no se pudo tener una cantidad mayor de la
muestra de docentes de matematica en ejercicio, con lo que se hace muy dificil generalizar las
dificultades determinadas, por lo que esta investigacion es un primer acercamiento e invita, a

partir de lo expuesto, a que se pueden investigar y ahondar en las problematicas de los docentes.

Debido a lo anterior, es una proyeccion de esta investigacion, que en la puesta en practica
de las actividades, se recogiesen datos e informaciones que aportasen a la mejora de la
propuesta, tanto particularmente, como a modo general en la aplicacién del Juego en la

ensefianza matematica en educacién media.

A partir de esta investigacion, se puede continuar esta linea investigativa sobre la
utilizacion del Juego en la ensefianza matematica en educacién media, para asi proporcionar

mas recursos en el area, para los y las docentes.
Es asi como, algunas preguntas que surgen a partir de esta investigacion son:

e ;De qué manera el recurso del Juego influye en el proceso de ensefianza aprendizaje
matematico en educacion media?
e Cbmo el uso de Juegos en el proceso de ensefianza aprendizaje afecta el desarrollo del

Razonamiento Combinatorio?

Finalmente, es importante mencionar que esta investigacion es una muestra de que es
posible ensefiar a través de metodologias que pareciesen no convencionales, mas adn en
contenidos poco valorados a nivel escolar, en la busqueda de aprendizajes significativos. Es asi
como esta investigacion es también una invitacion a que, siempre cuando como docentes nos
veamos enfrentados a contenidos que se sienten poco desafiantes, o que podrian parecer “poco

utiles”, se indague su importancia, las habilidades y razonamientos que se construyen a partir
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de ello, y asi utilizar metodologias novedosas que aporten en la motivacion de los y las

estudiantes.
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Anexos

Del Marco Metodoldgico

A continuacion se detallan los anexos correspondientes al Marco Metodoldgico.

Instrumentos

Encuesta futuros docentes.

Las siguientes preguntas y problemas tienen por objetivo identificar las dificultades que
tienen los/as profesores/as con el contenido “métodos de recuento (combinaciones y
permutaciones)” de segundo afio medio.

I.  Responda las siguientes preguntas respecto a su formacion y labor
docente.

1. Dentro de tu ensefianza escolar, ¢Estuvieron presente los métodos de
recuento? ¢ De qué forma?

2. Enunaescaladel 1 al 5, siendo:

1 muy poco preparado/a
2 poco preparado/a
3 medianamente preparado/a
4 preparado/a
5 muy preparado/a

Escoja la opcion que da respuesta a la siguiente pregunta: ¢Qué tan preparado/a se
siente para ensefiar métodos de combinatorios?

Justifique la opcion escogida:
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3.

Sefiale brevemente: ¢, Cual es la diferencia entre combinacion y variacién?

4. En el contexto de métodos combinatorios, sefiale brevemente ¢Qué significa
gue no importa el orden?

5. Segun define el programa de estudio segundo medio, ministerio de educacion,
noviembre 2016: “Las habilidades son capacidades para realizar tareas y para
solucionar problemas con precisién y adaptabilidad. Pueden desarrollarse en
los &mbitos intelectual, psicomotriz o psicosocial.”, ;Cual(es) de las siguientes
habilidades se podria(n) desarrollar con la ensefianza de métodos
combinatorios?

[0 Resolver problemas

[0 Argumentar y comunicar

1 Modelar

[0 Representar
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. Resuelvalos siguientes problemas dejando registro de la manera en la
qgue lo hizo.

1. Disponemos de tres cartas iguales. Deseamos colocarlas en cuatro sobres de
diferentes colores: amarillo, blanco, crema y dorado. Si cada sobre solo puede
contener, a lo mas, una carta. ¢ De cuantas formas podemos colocar las tres cartas en
los cuatro sobres diferentes? Ejemplo: podemos colocar una carta en el sobre amarillo,
otra en el blanco y otra en el crema.

2. En una urna hay tres bolas marcadas con los niumeros 2, 4 y 7. Extraemos una
bola de la urna y anotamos su numero. Sin devolver la bola extraida, se elige una
segunda bola y se anota su numero; y sin devolverla, se saca una tercera bola y se
anota su namero.
¢ Cuéntos numeros de tres cifras diferentes podemos obtener? Ejemplo: el nimero
724.

3. Un grupo de cuatro amigos, Andrés, Benito, Clara y Daniel, tienen que realizar
dos trabajos diferentes: uno de Matematicas y otro de Lenguaje. Para realizarlo
deciden dividirse en dos grupos de dos chicos cada uno. ¢ De cuantas formas pueden
dividirse para realizar los trabajos? Ejemplo: Andrés-Benito pueden hacer el trabajo de
Mateméticas y Clara-Daniel el trabajo de Lengua.

4. El estacionamiento de Angel tiene espacio para cinco autos. Como la casa es
nueva, hasta ahora solo hay tres autos; el de Angel, Beatriz y Carmen que pueden
colocar cada dia el auto en el lugar que prefieran, si no esta ocupado. Este es el
esquema del estacionamiento:

1 2 3 4 5

Por ejemplo, Angel puede estacionar su auto en el espacio nimero 1, Beatriz
en el nimero 2 y Carmen en el nimero 4. ¢ De cuantas formas posibles pueden Angel,

Beatriz y Carmen estacionar sus autos?

5. Maria y Josefina tienen cuatro ldminas enumeradas del 1 al 4. Deciden
repartirselas entre las dos (dos laminas para cada una). ¢De cuantas formas se las
pueden repartir? Ejemplo: Maria puede quedarse con las ldminas 1y 2, y Carmen con
las laminas 3y 4.

6. En una caja hay cuatro bolas numeradas con los digitos 2, 4, 7 y 9. Elegimos
una bola de la caja y anotamos su namero. La bola extraida se introduce en la caja.
Se elige una segunda bola y se anota su numero. La bola extraida se vuelve a
introducir en la caja. Finalmente se elige una tercera bola y se anota su namero.
¢, Cuantos nameros de tres cifras podemos obtener? Ejemplo: se puede obtener el
namero 222.
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Encuesta docentes de matematica en ejercicio.

Las siguientes preguntas y problemas tienen por objetivo identificar las dificultades que
tienen los/as profesores/as con el contenido “métodos de recuento (combinaciones y
permutaciones)” de segundo afio medio.

lll.  Responda las siguientes preguntas respecto a su formacion y labor
docente.

1. En su formacién universitaria ¢,Le ensefiaron los métodos de recuento?

[0 No
O si
[J No lo recuerdo
2. En caso de su respuesta anterior sea “Si”. ; En qué asignatura fue tratada?

[1 Estadistica
[] Oftra: ¢ Cuél?

3. Indique, aproximadamente, la cantidad de afios que lleva ejerciendo como
docente de matemaética:

4. Aproximadamente. ¢A cuantos cursos, en la educacion escolar, ha tenido que
ensefiar métodos de recuento?

5. EIl dltimo ajuste curricular, para segundo afio medio, eje de probabilidad y
estadistica, propone tratar los contenidos de permutacion y combinatoria.
¢ Usted los enseia?

98



- Si su respuesta anterior fue “No”, escoja la alternativa que mejor describa por
qgué no lo ha ensefiado:

[
[
N
[

Falta de tiempo

En la planificacion del afio escolar, no se considera tratar este contenido.
Poco manejo del contenido.

Otro. ¢,Cual?

6. En una escaladel 1 al 5, siendo:

1 muy poco preparado/a

2 poco preparado/a

3 medianamente preparado/a
4 preparado/a

5 muy preparado/a

Escoja la opcion que da respuesta a la siguiente pregunta: ¢Qué tan preparado/a se
siente para ensefiar métodos de combinatorios?

Justifique la opcion escogida:

7. Segun su experiencia. ¢ Cudl(es) de las siguientes opciones identifica mejor las
dificultades que enfrenta el profesor al ensefiar métodos combinatorios en la
escolaridad? Escoja como maximo dos.

[] Falta de recursos donde se explique la parte tedrica del contenido.

[1 Falta de recursos donde existan ejercicios y problemas.

[] Falta de formacién para los docentes para la ensefianza del contenido.
[] Otra. ¢ Cudl?
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8.

¢Ha recibido algun tipo de apoyo (taller, especializacion, seminario,
capacitacion, otros) para la ensefianza de los métodos combinatorios?

[] No
[0 si Especifique:

9.

Sefiale brevemente: ¢ Cual es la diferencia entre combinacion y variacion?

10. En el contexto de métodos combinatorios, sefiale brevemente ¢ Qué significa

gue no importa el orden?

11. Segun define el programa de estudio segundo medio, ministerio de educacion,

(N I

noviembre 2016: “Las habilidades son capacidades para realizar tareas y para
solucionar problemas con precisién y adaptabilidad. Pueden desarrollarse en
los &mbitos intelectual, psicomotriz o psicosocial.”, ¢ Cual(es) de las siguientes
habilidades se podria(n) desarrollar con la ensefianza de métodos
combinatorios?

Resolver problemas
Argumentar y comunicar
Modelar

Representar
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IV. Resuelvalos siguientes problemas dejando registro de la manera en la
qgue lo hizo.

7. Disponemos de tres cartas iguales. Deseamos colocarlas en cuatro sobres de
diferentes colores: amarillo, blanco, crema y dorado. Si cada sobre solo puede
contener, a lo mas, una carta. ¢ De cuantas formas podemos colocar las tres cartas en
los cuatro sobres diferentes? Ejemplo: podemos colocar una carta en el sobre amarillo,
otra en el blanco y otra en el crema.

8. En una urna hay tres bolas marcadas con los niumeros 2, 4 y 7. Extraemos una
bola de la urna y anotamos su numero. Sin devolver la bola extraida, se elige una
segunda bola y se anota su numero; y sin devolverla, se saca una tercera bola y se
anota su namero.
¢ Cuéntos numeros de tres cifras diferentes podemos obtener? Ejemplo: el nimero
724.

9. Un grupo de cuatro amigos, Andrés, Benito, Clara y Daniel, tienen que realizar
dos trabajos diferentes: uno de Mateméticas y otro de Lenguaje. Para realizarlo
deciden dividirse en dos grupos de dos chicos cada uno. ¢De cuantas formas pueden
dividirse para realizar los trabajos? Ejemplo: Andrés-Benito pueden hacer el trabajo de
Mateméticas y Clara-Daniel el trabajo de Lengua.

10.  El estacionamiento de Angel tiene espacio para cinco autos. Como la casa es
nueva, hasta ahora solo hay tres autos; el de Angel, Beatriz y Carmen que pueden
colocar cada dia el auto en el lugar que prefieran, si no esta ocupado. Este es el
esquema del estacionamiento:

1 2 3 4 5

Por ejemplo, Angel puede aparcar su auto en el espacio nimero 1, Beatriz en
el nimero 2 y Carmen en el nimero 4. ¢De cuantas formas posibles pueden Angel,

Beatriz y Carmen estacionar sus autos?

11. Maria y Josefina tienen cuatro laminas enumeradas del 1 al 4. Deciden
repartirselas entre las dos (dos laminas para cada una). ¢De cuantas formas se las
pueden repartir? Ejemplo: Maria puede quedarse con las laminas 1y 2, y Carmen con
las laminas 3y 4.

12.  En una caja hay cuatro bolas numeradas con los digitos 2, 4, 7 y 9. Elegimos
una bola de la caja y anotamos su numero. La bola extraida se introduce en la caja.
Se elige una segunda bola y se anota su niamero. La bola extraida se vuelve a
introducir en la caja. Finalmente se elige una tercera bola y se anota su numero.
¢, Cuantos nameros de tres cifras podemos obtener? Ejemplo: se puede obtener el
namero 222.
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Operacionalizacién de las variables.

Encuesta para estudiantes de pedagogia en matematica en educacién media.
Area de formacion escolar.
Pregunta “Dentro de tu ensefianza escolar, ¢Estuvieron presente los Métodos de
Recuento? ;De qué forma?”.
Se definen los parametros:
e “No estuvieron presentes”: Manifiesta no haber recibido en su paso
Mé:t(_)QO de por la escolaridad los Métodos de Recuento.
analisis e “Estuvieron presentes de manera incompleta”: Manifiesta que si
estudio Métodos de Recuento, pero de manera insatisfactoria.
e “Estuvieron presentes de manera completa”. Manifiesta que si

estudié Métodos de Recuento, de manera satisfactoria.

Area de formacion inicial docente
Pregunta  “Sefale brevemente: ;Cudl es la diferencia entre Combinacion y Variacion?”

Se definen los parametros:
e “Menciona correctamente la diferencia utilizando el concepto de orden”:

Manifiesta correctamente, de manera explicita, que la diferencia radica en el
Método

de analisis ordenamiento de los elementos de los subconjuntos a configurar.

e “Menciona correctamente la diferencia, pero no explicitamente”:
Manifiesta correctamente la diferencia utilizando explicitamente otro

concepto diferente a orden.

e “Contesta erréneamente”: Declara una respuesta erronea en cualquiera de

sus sentidos.

Pregunta  “En el contexto de Métodos de Recuento, sefiale brevemente ¢ Que significa que
no importa el orden?”

Método de  Se definen los parametros:
analisis
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e “Comprende la definicion y logra explicarla correctamente:”:
Manifiesta una respuesta correcta, y explica la definicion a traves de
lenguaje matematico, natural, o ejemplos que posteriormente son
descritos.

e “Comprende la definicion pero no logra explicarla correctamente”:
Manifiesta una respuesta incompleta que demuestra una correcta
comprension del concepto, mas no, una correcta explicacion, esto por no
poseer el lenguaje matematico o natural requerido, o por utilizar ejemplos
correctos, pero no describirlos para la respuesta.

e “Responde erroneamente”: Manifiesta una respuesta que esté erronea

en elementos fundamentales de la definicion.
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Preguntas

Método

analisis

de

Area futura labor docente

“En una escala del 1 al 5, siendol “(...) ¢Cual(es) de las siguientes

muy poco preparado/a, 2 poco habilidades se podria(n) desarrollar

preparado/a, 3  medianamente con la enseflanza de métodos

preparado/a, 4 preparado/a, y 5 muy combinatorios?: Resolver Problemas,

preparado/a. Escoja la opcion que Argumentar y Comunicar, Modelar, y

da respuesta a la siguiente pregunta: Representar”.

¢Qué tan preparado/a se siente para

ensefiar Métodos de Recuento?

Justifique la opcion escogida”

Por una parte se determind el porcentaje de respuesta para cada nivel de

preparacion, y de eleccion de habilidad.

Ademas se describieron cuatro pardmetro para la justificacion de

eleccion de nivel de preparacion:

1.

“Buen aprendizaje”: Manifiesta que su respuesta se debe al buen
aprendizaje que ha obtenido en sus diferentes experiencias
académicas.

“Mal aprendizaje”: Manifiesta que su respuesta se debe al mal
aprendizaje que ha obtenido en sus diferentes experiencias
académicas, tanto por vacios o déficit en dichos lugares, como por
desempefio personal.

“QObstaculo especifico: Didactica del tema”: Manifiesta la falta de
didactica para la ensefianza del contenido como argumento para su
respuesta.

“Obstaculo especifico: Problema con la eleccion de Método
Combinatorio a utilizar”: Manifiesta el problema especifico de
confusion al momento de escoger un Método Combinatorio, como

argumento para su respuesta.
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Encuesta de docentes de matematica de educacion media.

Pregunta “En su formacidn universitaria ¢ Le ensefiaron Métodos de Recuento?”

Método de  Calculo de porcentajes por respuesta positivas y negativas.
analisis

- “Sefiale brevemente: ;Cual es la diferencia entre Combinacion y
Pregunta Variacion?”

- “En el contexto de Métodos de Recuento, sefiale brevemente ;Qué
significa que no importa el orden?”

Se analizan utilizando la misma clasificacion y procedimiento que en la
Método de  encuesta de estudiantes de pedagogia en matematica.
analisis

- “El ultimo ajuste curricular, para segundo afio medio, eje de
probabilidad y estadistica, propone tratar los contenidos de permutacién
y combinatoria. ;Usted los ensefia?, si su respuesta anterior fue “No”,
escoja la alternativa que mejor describa por qué no lo ha ensefiado: Falta
de tiempo, En la planificacion del afio escolar no se considera tratar este
contenido, Poco manejo del contenido, Otro”

- “Segun su experiencia. ;Cual(es) de las siguientes opciones identifica
Preguntas mejor las dificultades que enfrenta el profesor al ensefiar métodos
combinatorios en la escolaridad? Escoja como maximo dos: Falta de
recursos donde se explique la parte tedrica del contenido, Falta de
recursos donde existan ejercicios y problemas, Falta de formacion para
los docentes para la ensefianza del contenido, Otra. ;Cual?”

- ¢Ha recibido algun tipo de apoyo (taller, especializacidn, seminario,
capacitacion, otros) para la ensefianza de los métodos combinatorios?
En caso positivo, especifique.

Método de Calculo de porcentaje de respuesta, en base a las opciones de cada una.
andlisis
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Preguntas - “En una escala del 1 al 5, siendol muy poco preparado/a, 2 poco
preparado/a, 3 medianamente preparado/a, 4 preparado/a, y 5 muy
preparado/a. Escoja la opcidn que da respuesta a la siguiente pregunta:
¢ Qué tan preparado/a se siente para ensefiar métodos de combinatorios?
Justifique la opcion escogida”

- “(...) ¢Cudl(es) de las siguientes habilidades se podria(n) desarrollar con
la ensefianza de métodos combinatorios?: Resolver Problemas,
Argumentar y Comunicar, Modelar, y Representar”.
Método de = Se analiza de la misma manera que en la encuesta de estudiantes de pedagogia
analisis  de matematica.

Como se menciono, el area de habilidades de Métodos Combinatorios es igual en ambas
encuestas, por lo que el analisis se desarrollara de la misma manera, tal y como se detalla a

continuacion.

Se realiza un analisis de las representaciones utilazadas para la
resolucion de los ejercicios, independiente si la respuesta esté correcta o
no. Las representaciones se clasifican en:

1. Casillas: Resuelve el ejercicio utilizando casillas.

2. Diagrama de arbol: Resuelve el ejercicio utilizando un digrama

de érbol.
Analisis por 3. Formula: Resuelve el ejercicio utilizando la formula
representaciones correspondiente al Método Combinatorio escogido.

4. Lenguaje natural: Resuelve el ejercicio utilizando un
razonamiento combinatorio que deja explicito con lenguaje
natural.

5. Dibujos: Resuelve el ejercicio manifestando a través de dibujos
todos o la mayoria de las configuraciones pedidas.

Se realiza un analisis de los resultados en relacion con los errores que se

cometen. Esto segln se indica en Navarro-Pelayo, Batanero, y Godino,

Analisis por “Razonamiento combinatorio el alumnos de secundaria” (1996), donde
errores se identifican en las soluciones de los alumnos pertecientes a la muestra

errores que se clasifican como se muestra a continuacion:
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E1: Cambiar el tipo de modelo matematico en el enunciado del
problema: Por ejemplo, cambiar un problema de seleccién por un
problema de particion.

E2: Error de orden: Confundir los criterios de combinaciones y
variaciones; es decir, considerar el orden de los elementos cuando es
irrelevante o, al contrario, no considerar el orden cuando es esencial.

E3: Error de repeticién: EIl alumno no considera la posibilidad de
repetir los elementos cuando esto es posible o repite los elementos cuando
no es posible hacerlo.

E4: Confundir el tipo de objetos: Considerar objetos idénticos
cuando son distinguibles o que objetos diferentes son indistinguibles.

E5: Enumeracion no sistematica: Este tipo de error fue descrito
por Fischbein y Gazit (1988), y consiste en resolver el problema por
enumeracion, mediante ensayo y error, sin un procedimiento recursivo que
Ileve a la formacion de todas las posibilidades.

E6: Respuesta intuitiva errénea: Los alumnos solo dan una
solucion numérica errénea, sin justificar la respuesta.

E7: No recordar la formula correcta de la operacion combinatoria
que ha sido identificada correctamente.

E8: No recordar el significado de los valores de los pardmetros en
la formula combinatoria.

E9: Interpretacion erronea del diagrama en arbol.

Errores adicionales, especificos de los problemas de colocacion y
particion

E10: Confusion en el tipo de celdas (tipo de subconjuntos): Es
decir, creer que podriamos distinguir celdas (subconjuntos) idénticas o que
no es posible diferenciar las celdas (subconjuntos) distinguibles.

E11: Error en las particiones formadas. Esto puede ocurrir en los
dos siguientes casos.

a) La union de todos los subconjuntos en una particion no contiene
a todos los elementos del conjunto total.

b) Olvidar algunos tipos posibles de particion.
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Formato actividades
Se debe tener en consideracién de acuerdo con el formato para las actividades de

Motivacién, lo siguiente:

e Nombre: A cada actividad se le asigna un nombre de fantasia llamativo.

e Tiempo: Se termind un tiempo estimado basado en la experimentacion y creacion de las
actividades.

e Disposicion de estudiantes: Se propone una disposicion de los y las estudiantes que
sera utilizada para la propuesta de actividad, pero puede ser flexible.

e Materiales: Se propone la utilizacion de cierto material especifico, pero se mencionan
propuestas de opciones en caso de no poder contar con lo solicitado.

e Objetivo de aprendizaje: Se manifiesta el objetivo de aprendizaje de acuerdo con las
Bases Curriculares de 2do afio medio.

e Habilidad: Se manifiestan las habilidades que se logran desarrollar con las actividades,
de acuerdo con las Bases Curriculares de 2do afio medio.

e Actitud: Se manifiestan las actitudes que se logran desarrollar con las actividades, de
acuerdo con las Bases Curriculares de 2do afio medio.

e Instruccién del juego: Presente en las actividades de Motivacion del tipo “Juego de
ingenio”, se detallan las instrucciones del juego en la que se basara la actividad.

e Situacion: Presente en las actividades de Motivacion del tipo “Situaciones
problematicas o Acertijos, se detalla la situacion en la que se basara la actividad.

e Respuesta: Presente en las actividades de Motivacion del tipo “Situaciones
probleméticas o Acertijos, se detalla la respuesta a la situacion en la que se basara la
actividad.

e Descripcién de la actividad: Se describe una propuesta de actividad utilizando el
“Juego de ingenio” o “Situacion problematica o Acertijo”, la que el o la docente puede

seguir para la aplicacion de ésta.

Para las actividades denominadas como “Desarrollo de clase”, las que se desarrollan a
través del uso de material concreto, se continua con el formato de las actividades de
“Motivacion”, pero no se describe un juego o instrucciones previo a la descripcion de actividad.

A su vez, las actividades que se desarrollan a través del uso del recurso TIC LABAPC, también
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contintan con el formato anteriormente mencionado, pero haciendo explicito la actividad o
recurso web utilizado. A su vez, en las actividades que se desarrollan a través del uso del juego
“MasterMind”, se describe previo a la descripcion de la actividad el detalle de las instrucciones

particulares del juego.

De Resultados y Anélisis

A continuacion se detallan los anexos al capitulo de Resultados y Analisis.

Resultados encuestas

De la encuesta estudiantes de pedagogia en matematica de educacion media.
A continuacién se especifican los resultados relevantes por area, en base a los parametros

especificados en el Marco Metodoldgico.

Area de formacion escolar.
Frente a la pregunta, “Dentro de tu ensefianza escolar, ¢Estuvieron presente los métodos
de recuento? ;De qué forma?”, se encuentra que un 67% de los encuestados no estudié métodos
combinatorios en su ensefianza escolar formal. De quienes manifiestan haberlos recibido, es

decir 33%, un 18% manifiesta que la ensefianza fue realizada de manera incompleta.

Manera en la que estuvo presente el contenido de Métodos
Combinatorios en los futuros y futuras docentes

m Estuvieron presentes de manera
incompleta

m Estuvieron presentes de manera
completa

No estuvieron presentes

Gréfico 1, fuente: Elaboracion propia
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Area de formacion inicial docente.
Frente a la pregunta “Sefiale brevemente: ;Cual es la diferencia entre combinacién y
variacion?”, un 91% responde correctamente utilizando explicitamente el concepto de orden, un
7% de los encuestados responde correctamente utilizando otro concepto, no explicito de orden,

y solo un 2% responde erréneamente.

Respuestas al responder la diferencia entre
Variacion y Combinacion

2%
® Menciona correctamente la diferencia
utilizando el concepto de orden

®m Menciona correctamente la diferencia,
pero no explicitamente

Contesta erréneamente

Gréfico 2, fuente: Elaboracion propia

Por otra parte, en cuanto a la pregunta “En el contexto de métodos combinatorios, sefiale
brevemente ¢Qué significa que no importa el orden?”, existe un 27% de los futuros y futuras
docentes que comprenden la definicion y logran explicarla correctamente, en cambio, un 58% a
través de su respuesta muestra comprender la definicidn pero no logra explicarla correctamente.
Finalmente un 15% de las respuestas son errdneas en aspectos fundamentales. En conclusion,
se puede aseverar que un 85% de los encuestados comprende la definicion sobre la importancia,
0 no, del orden, en el contexto de Métodos Combinatorios, pero solo un 27% es capaz de

explicarla correctamente. Asi como se resume en el gréafico a continuacion.
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Logro de respuesta al definir la importancia del
orden, en el contexto de Métodos Combinatorios de
los y las estudiantes.

m Comprende la definicion y logra
explicarla correctamente

m Comprende la definicion pero no
logra explicarla correctamente

Responde erréneamente

Gréfico 3, fuente: Elaboracion propia

Asi es como se determina que, aunque el 91% de los y las estudiantes menciona
explicitamente que la diferencia entre Variacién y Combinacion esta determinada por el orden
de los elementos, solo un 27% comprende el concepto y es capaz de definirlo correctamente. En

cambio, el 58% lo comprende pero no lo logra explicar de manera adecuada.

Area futura labor docente.

Esta area estd compuesta por dos preguntas. En cuanto a la primera “(...) {Qué tan
preparado/a se siente para ensefiar métodos de combinatorios? Justifique la opcion escogida”,
las respuestas son disimiles. Los porcentajes mas altos de preparacion que sienten los y las
estudiantes encuestados son: Preparado/a y Medianamente preparado/a. La primera opcion
cuenta con un 36% de eleccion, la segunda con un 35%, y le sigue a esta, con un 18%, la eleccién
de Poco Preparado/a. Los extremos, tanto superior como inferior de opciones de la encuesta,
son los menos escogidos por los futuros y futuras docentes. Por otra parte, solo un 9% se
considera Muy preparado, y un 2% muy poco preparado para la ensefianza de los Métodos

Combinatorios. Asi lo muestra el grafico a continuacion.
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Nivel de preparacion para la ensefianza de Métodos
Combinatorios que sienten los futuros docentes de
matematica

Muy poco preparado/a
m Poco preparado/a
®m Medianamente preparado/a
m Preparado/a

m Muy preparado/a

Gréfico 4, fuente: Elaboracion propia

A su vez, en la justificacion a esta eleccion, un 36% lo atribuye al buen aprendizaje que
ha obtenido mediante la educacién formal, tanto escolar como universitaria, y su proceso
individual, en cambio, hay un 24% de estudiantes que atribuyen su preparacion para la
ensefianza de los Métodos Combinatorios al mal, o débil aprendizaje que obtuvieron en dichas
instancias. A su vez, existe un 24% que menciona que la eleccion se debe al problema especifico
de la eleccién de Método Combinatorio a escoger, en particular, si importa o no el orden, y la
dificultad que esto les conlleva. Por tltimo el 16% de los estudiantes encuestados lo atribuye al

obstaculo especifico de la didactica para la ensefianza de Métodos Combinatorios.

Justificacion para la eleccion del nivel de
preparacion para la enseflanza de Métodos
Combinatorios

® Buen aprendizaje
® Mal aprendizaje

Obstaculo especifico: Problema con la
eleccion de Método Combinatorio a
utilizar

m Obstaculo especifico: Didactica del
tema

Gréfico 5, fuente: Elaboracion propia
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En segundo lugar se encuentra la pregunta, “(...) ¢Cual(es) de las siguientes habilidades
se podria(n) desarrollar con la ensefianza de métodos combinatorios?: Resolver Problemas,
Argumentar y Comunicar, Modelar, y Representar”, donde se observa que del total de los 44
estudiantes encuestados, 41 considera que la habilidad de Resolver Problemas puede
desarrollarse a través de la ensefianza de Métodos Combinatorios. Por otra parte, las habilidades
de Argumentar y Comunicar, y Modelar, tienen una eleccion de 34 y 31 estudiantes
respectivamente. Para finalizar, se encuentra en dltimo lugar de eleccion la habilidad de

Representar, con 27 de estudiantes que la seleccionan.

Habilidades que los y las estudiantes de pedagogia
consideran que se desarrollarian con la ensefianza
de Metodos Combinatorios

45 41
$ 40
2 34
535 31
530 27
8 25
3 20
e]
g 15
€ 10
[
O 5

0

Resolver problemas Argumentar y Comunicar Modelar Representar
Habilidad

Gréfico 6, fuente: Elaboracion propia

De la encuesta docentes de matematica de educacion media
A continuacién se especifican los resultados relevantes por area, en base a los pardmetros

especificados en el Marco Metodoldgico.

Area formacion inicial docente
En esta area se encuentra primero la pregunta “En su formacién universitaria ¢Le
ensefiaron los métodos de recuento?”, donde un 78,6% afirma haber recibido la ensefianza de
Métodos Combinatorios en su formacion, especificamente en areas relacionadas con la

estadistica, esto frente al 21,4% que menciona no haberla recibido.

113



Posterior a esto se encuentran las preguntas “Sefiale brevemente: ;Cual es la diferencia
entre Combinaciéon y Variacion?”, y “En el contexto de Métodos de Recuento, sefale

brevemente ¢ Qué significa que no importa el orden?”.

En cuanto la primero se obtiene que un 87% de los docentes mencionan correctamente
la diferencia haciendo uso explicito del concepto de orden, frente al 13% restante que contesta

erroneamente.

Las respuestas de la segunda pregunta se resumen en el siguiente gréfico:

Logro de respuesta al definir la importancia
del orden, en el contexto de Métodos
Combinatorios de los y las docentes.

m Comprende la definicion y logra
explicarla correctamente.

m Comprende la definicion pero no logra
explicarla correctamente.

Responde erronamente.

Grafico 7, fuente: elaboracion propia.

Donde se observa que més de la mitad de los y las docentes comprende la definicion y
logra explicarla correctamente, esto frente a un 27% que pese a comprender la definicion no

logra explicarla de manera adecuada. Finalmente existe un 13% que contesta erroneamente.

Area docencia
En esta area se identifica, en base a la pregunta, que los y las docentes encuestadas, en
su mayoria si ensefian Métodos Combinatorios, dado que un 78,6% asi lo afirma. En otra
perspectiva el 21,4% restante no lo ensefia principalmente por no estar planificado en el afio

escolar, o debido a falta de tiempo, se ha descartado la ensefianza del contenido.

Por otra parte, de los aspectos mas relevantes evidenciados en esta area se encuentra

primero la pregunta sobre el nivel de preparacién que sienten los y las docentes para la
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ensefianza de Métodos Combinatorios. Se encuentra que, el nivel mas bajo de preparacion que
sienten los docentes es Medianamente preparado, el cual tiene solo un 27% de preferencia, por
otra parte la mayoria de los y las docentes se siente Muy Preparados/as para la ensefianza de
Métodos Combinatorios, y un 33% siente tener un nivel de Preparado/a para ello. Nadie
manifiesta sentirse ni Muy poco preparado/a, ni Poco preparado/a para la ensefianza de Métodos
Combinatorios. Asi se muestra en el grafico adjunto.

NIVEL DE PREPARACION PARA LA ENSENANZA DE METODOS
COMBINATORIOS QUE SIENTEN LOS Y LAS DOCENTES DE

MATEMATICA
Muy poco
Poco preparado/a preparado/a
0% 0%
Muy preparado/a

40%

Preparado/a
33%

Gréfico 8, fuente: Elaboracion propia.

En cuanto a la justificacion al nivel de preparacion escogido, el 47% de los y las docentes
le atribuye de manera positiva dicha eleccion al buen aprendizaje recibido en su formacion
inicial docente y la formacidn continua. Por el contrario, un 29% le atribuye su justificacion de
modo negativa al déficit en la didactica para la ensefianza de Métodos Combinatorios, y de la
misma manera es que un 18% se lo atribuye al mal o débil aprendizaje que obtuvieron en las
instancias de aprendizajes formales obtenidas a lo largo de su formacién. El 6% restante se lo
atribuye al obstaculo especifico de la dificultad en la eleccion de Método Combinatorio a

utilizar.

Finalmente, en esta &rea se encuentra la pregunta “(...) Cudl(es) de las siguientes
opciones identifica mejor las dificultades que enfrenta el profesor al ensefiar métodos

combinatorios en la escolaridad? (...)”, la informacion se ha resumido en el siguiente gréfico.
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Principales dificultades que declaran enfrentar
los y las docentes al momento de ensenar
Metodos Combinatorios

14% 11% = Falta de recursos donde se explique la
teoria del contenido.

m Falta de recursos donde existan
ejercicios y problemas.

Falta de formacion para los docentes
para la ensefianza del contenido.

Grafico 9, fuente: Elaboracion propia.

Se observa que mas de la mitad de los y las docentes detecta como dificultad la falta de
formacion para la ensefianza del contenido, seguido por la falta de recursos donde existan
gjercicios y problemas acordes a la ensefianza. En cuanto a la eleccién de “Otra” dificultad, los
y las docentes que la escogen mencionan que la dificultad en la ensefianza de Métodos
Combinatorios tiene multiples dimensiones, un ejemplo de esto se encuentra en la siguientes

respuestas:

e “Lacombinatoria tiene una complejidad intrinseca. Hay variadas técnicas de conteo que
requieren razonamientos sofisticadas y poco usuales en matematicas para su
comprension profunda”

e “El desinterés de los docentes, falta de compromiso en términos de la calidad de los

aprendizajes que se desarrollan, formacion académica, entre otras”

La primera respuesta hace referencia a una complejidad misma de la Combinatoria, en
cuanto al razonamiento que esta requiere, y la segunda menciona por problematica un desinterés

por pate de los docentes que perjudica la calidad de aprendizajes que los estudiantes reciben.

Por otra parte, en esta area se encuentra la pregunta, “(...) ¢Cuél(es) de las siguientes
habilidades se podria(n) desarrollar con la ensefianza de métodos combinatorios?: Resolver
Problemas, Argumentar y Comunicar, Modelar, y Representar”, donde se observa que de los 15

docentes encuestados, 13 considera que la habilidad de Resolver Problemas puede desarrollarse

116



a través de la ensefianza de Métodos Combinatorios, a su vez 10 docentes seleccionan que las
habilidades de Argumentar y Comunicar, y Modelar. Finalmente, en ultimo lugar de eleccion se
posiciona la habilidad de Representar, con 9 de 15 docentes que la consideran.

Ademas, se encuentra la informacion acerca de que 11 de los 15 encuestados manifiesta
no haber recibido ningln tipo de apoyo para la ensefianza de Métodos Combinatorios, quienes

si la obtuvieron fue mediante estudios de postgrado.

Resumen de actividades.
Las actividades que se presentan a continuacion son propuestas para el trabajo en clases
para la ensefianza de Métodos Combinatorios, tanto en el inicio como en el desarrollo. Estas son
propuestas flexibles, que pueden ser modificadas acorde al contexto del grupo curso, tanto en

materiales como en la metodologia de aplicacion.

No se proponen ejercicios para resolver, sino que se proponen juegos, desafios,
situaciones diversas, algunas utilizando material concreto, que permiten desarrollar el

Razonamiento Combinatorio en estudiantes de 2° medio.

A continuacidn se presenta un resumen de los aspectos mas relevantes de la propuesta

de actividades, el detalle y otras caracteristicas se encuentran en el Anexo.
Motivacion

Las actividades propuestas denominadas como “Motivacion” de clase son méas que solo
para ser utilizadas como un momento individual al inicio de la clase, asi como mencionan Alfaro
Valverde y Chavarria Chavarria (2002) la motivacion se convierte en el motor de una leccion,
y por lo tanto, como describe Nérici (1991) motivar es predisponer al alumno hacia lo que se
quiere ensefar; es llevarlo a participar activamente en los trabajos escolares. Asi pues, la
motivacion en el plano pedagdgico significa proporcionar motivos, es decir, estimular la
voluntad de aprender. (Alfaro Valverde & Chavarria Chavarria, 2002), y no debe quedar solo

en la actividad inicial, si no que ser llevada a cabo a lo largo de la leccién.
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Juegos
1. Tablan®1, elaboracion propia

Nombre: “El circulo de monedas”
Habilidades: Argumentar y Comunicar.

Resumen actividad: En el juego se disponen 6 monedad

por jugador de manera junta, sin dejar espacio entre ellas,
formando un circulo. El juego consiste en sacar monedas
del circulo, el jugador que saque la o las tltimas monedas
del circulo ganara. Los jugadores se turnan para sacar una
0 dos monedas, pero si se sacan dos, éstas deben estar una
junto a otra, sin que haya entre ellas ninguna otra moneda
0 espacio vacio. Se le propone a los y las estudiantes jugar

2 0 3 veces.

2. Tablan®2, elaboracion propia

Nombre: “Sumar 15”

Habilidades: Argumentar y Comunicar.

Preguntas Orientadoras:

- ¢Qué se debe hacer para
asegurarse de ganar el
juego?

- ¢Esdificil pensar en
todas las opciones que
tienen los comparieros y
comparieras?

- ¢Siel grupo es de dos, es
mas facil pensarlo que de

cuatro?, ¢Por que?

Resumen actividad: Para comenzar el juego, en Preguntas Orientadoras:

la pizarra o cuaderno se escriben los numeros del
1 al 9. Por turnos los participantes deberan
escoger un namero, y se queda con él, es decir,
se saca de la lista. Ganara el primer jugador que
logre sumar 15 con tres numeros de los
escogidos. Se le propone a los y las estudiantes

jugar 2 6 3 veces.

¢ Qué se debe hacer, para
asegurarse de ganar el juego?
¢Es dificil pensar en todas las
opciones para sumar 15 que el
compariero o compariera

tiene?, ;Por qué?
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Acertijos

3. Tabla n°3, elaboracion propia

Nombre: “El sexteto de dados, ¢Juego justo o injusto?”

Habilidades: Argumentar y Comunicar.

Resumen actividad: Se le presentaalosy las Preguntas Orientadoras:

estudiantes la siguiente situacién: En este
juego hay dos secciones, el jugador o jugadora
lanza seis dados, en la secciéon “A” gana si
obtiene las seis caras de los dados con niumeros
diferentes y en la seccion “B” gana si se
obtiene dos ndmeros iguales y el resto
diferentes. ¢Es este juego injusto en la seccion
“A”, por qué? ;Es este juego injusto en la

seccion “B”, por qué?

4. Tabla n°4, elaboracion propia

Nombre: “;Coémo cruzar el rio?"
Habilidades: Argumentar y Comunicar.

Resumen actividad: Se le presenta a losy las

estudiantes la siguiente situacion: Homero
Simpson tuvo que ir a comprar veneno con su
hija Maggie y Ayudante de santa, su perro. Al
volver se pierde, y debe cruzar en bote un rio
para llegar a su destino. El problema es que, si
el perro se queda solo con Maggie la morder4,
y si ella se queda sola con el veneno se lo
comerd. ;Como podré cruzar el rio, si en el

bote solo puede ir Homero y uno de los

¢Que les hace pensar que el
juego es 0 no justo?

¢De qué manera podemos
representar la situacién para
buscar una solucion a la

problematica?

Preqguntas Orientadoras:

¢Cudl es la dificultad que
enfrenta Homero?

¢Qué hay que pensar para
poder solucionar el
problema?

¢De qué maneras se puede
representar las soluciones de

la situaciéon?
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“objetos” ?, ;Cual es el nimero minimo de - ¢Hay més de una forma para
viajes que debera hacer? que Homero realice una
cantidad minima de viajes?

Desarrollo

Las actividades que se proponen para el “Desarrollo de la clase”, para la ensefianza de
Métodos Combinatorios en segundo afio medio son actividades pensadas para que el estudiante
comience y construya su aprendizaje, asi como se menciona en Duefias, y otros (2018) esta parte
de la clase va, para el estudiante, desde su primer acercamiento con el contenido, hasta la

capacidad de aplicarlo.

Para el correcto desarrollo de estas actividades, es primordial como aprendizaje previo,

que los estudiantes conozcan el principio multiplicativo y aditivo.
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Actividades para el contenido de Permutacion
1. Tabla n°5, elaboracion propia

Nombre: “Pasteleros y pasteleras: Permutar con Policubos”

Habilidades: Argumentar y Comunicar, Modelar y Representar.

Resumen actividad: Se le presentaalosylas Preguntas Orientadoras: Se presentan

estudiantes dos situaciones que deberan preguntas orientadoras por situacion.

resolver con policubos.

Primera situacion Preguntas Orientadoras primera situacion
“Se debe determinar el orden de los sabores de - ¢Cudl es la mayor cantidad de
una torta para la celebracion del aniversario del tortas distintas que se pueden
colegio. Esta tiene tres pisos, cada uno con un construir con tres sabores?
sabor distinto, se deben distribuir entre: - ¢Por qué son estas, todas las
frambuesa, crema pastelera y menta. Se nos tortas que se pueden

solicita describir cuantas diferentes tortas se construir?

podrian construir, teniendo en cuenta que el - ¢Existe otra forma para
diferente orden de los sabores determina una representar las cantidad de
torta distinta. El piso de frambuesa esta tortas que se pueden
identificado por el color rojo, el de crema construir?

pastelera por color amarillo, y el de menta por

verde.”
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Segunda situacién Preguntas Orientadoras segunda situacion

“La directora se ha olvidado del sabor favorito - ¢Cual es la mayor cantidad de
de los estudiantes, el chocolate, que se tortas distintas que se pueden
representa con el color café. Por lo que se cocinar con los cuatro
solicita, nuevamente, determinar la mayor sabores?

cantidad de tortas que se pueden cocinar, esta - ¢Por qué son estas, todas las
vez, con los cuatro sabores, sin repetir tortas que se pueden
ninguno.” construir?

- ¢Existen otras forma para
representar y determinar la
cantidad de tortas que se
pueden preparar?

- Si ahora fueran cinco sabores,
¢Habra mas cantidad de tortas
posibles?, ;De qué manera
podrias resolver la
problematica?

2. Tabla n®6, elaboracion propia.

Nombre: “Mastermind: Adivina el codigo”
Habilidades: Argumentar y Comunicar, Modelar y Representar.

Resumen actividad: Se les explica a los y las Preguntas Orientadoras:

estudiantes la metodologia e instrucciones del - ¢Qué estrategias utilizaron
juego Mastermind, las que son las siguientes: para intentar ganar el
En un sector se dispone un espacio para que, de juego?

manera secreta, un jugador cree un codigo, en este
caso, con cuatro colores, que se pueden repetir o - Con la cantidad de filas

no segun lo que disponga el moderador o disponibles para los
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moderadora. A continuacion, el otro jugador, el
descifrador, intentard descifrar el codigo, esto
poniendo intentos en la seccion de cuatro agujeros
horizontales. Para ir avanzando y logrando
determinar el cddigo, el jugador que lo cre6 le
dara pistas a través de fichas color rojo o blanco,
que se dispondran al costado de cada intento, de
manera general, de la siguiente forma:

- No se pondra ninguna ficha, si
ninguno de los colores dispuestos por
el descifrador coincide con el cédigo
creado.

- Se pondra una ficha color blanco, por
cada ficha de color correcto que haya
dispuesto el descifrador.

- Se pondra una ficha color, rojo por
cada ficha que haya dispuesto el
descifrador con el color, y la posicion
correcta.

El descifrador no sabra cudl de sus fichas
dispuestas es correcta, tanto en color como en
posicion. Este contara con una cantidad maxima
de intentos, que estara determinada por el tablero.
Ganara el descifrador si logra determinar
correctamente el codigo en el nimero de intentos
maximos, en caso contrario gana el otro jugador.
En esta oportunidad la clave de cuatro digitos,
solo se desarrolla con cuatro colores, los que no
se pueden repetir, con un total de 8 filas para

lograr adivinar.

intentos, ¢Se podra ganar

si o si el juego?

¢Cuantas filas deberia
haber para asegurar que se
va a ganar, si 0 si?, ¢y si el
cbdigo a descifrar fuera de
cinco colores sin

repetirse?

Lo anterior, ¢Se puede
generalizar para cualquier

ndmero de colores?

¢De qué otra manera se
puede representar la
cantidad de claves que se
pueden formar con los
cuatro colores?, ¢y con

cinco?
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Actividades para el contenido de Variacion

Las actividades que aqui se presentan, siguen un orden légico con las de permutacion,

es decir, se sugiere antes de utilizar estas actividades, aplicar las actividades de permutacién, o

haber estudiado permutacion.

1. Tabla n°7, elaboracion propia.

Nombre: “Pasteleros y pasteleras: Permutar con Policubos”

Habilidades: Argumentar y Comunicar, Modelar y Representar.

Resumen actividad: Se le presenta a losy las

estudiantes dos situaciones que se proponen
resolver con policubos.

Primera situacién

“Debemos determinar los sabores de la torta
para la celebracion del aniversario del colegio,
y el orden en los que se encontraran. Esta torta
tiene dos pisos, cada uno con un sabor distinto,
se deben distribuir entre: frambuesa, crema
pastelera y chocolate. Se nos solicita describir
cuantas diferentes tortas se podrian construir,
teniendo en cuenta que, el diferente orden de
los sabores determina una torta distinta. El piso
de frambuesa estd determinado por el color
rojo, el de crema pastelera por color amarillo,

y el de chocolate por café.”

Preguntas Orientadoras: Se presentan

preguntas orientadoras por situacion.

Preguntas orientadoras primera situacion

¢Cudl es la mayor cantidad
de tortas distintas que se
pueden construir con tres
sabores?

¢Por qué son estas, todas las
tortas que se pueden
construir?

¢Existe otra forma para
representar las cantidad de
tortas que se pueden

construir?

124



Segunda situacién

“La directora se ha olvidado del sabor favorito
de los profesores, la menta, que se representa
con el color verde. Por lo que se solicita,
nuevamente, determinar la mayor cantidad de
tortas que se pueden cocinar, siguiendo con

dos pisos, y sin repetir los sabores.”

Preguntas orientadoras segunda situacion

¢Cual es la mayor cantidad
de distintas tortas de dos
pisos que se pueden cocinar
con los cuatro sabores, sin
repetir ningun sabor?, ¢;Por
qué?

¢Existen otras formas para
representar y determinar la
cantidad de tortas que se
pueden preparar?

¢Por qué la cantidad de tortas
es menor a cuando
ordenamos los mismos
cuatro sabores en una torta de
cuatro pisos, sin repetirlos?
Si ahora fueran cinco
sabores, ;Habra mas cantidad
de tortas posibles?, ;De qué
manera podrias resolver la

problematica?
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2. Tabla n°8, elaboracion propia.

Nombre: “Mastermind: Adivina el codigo”

Habilidades: Argumentar y Comunicar, Modelar y Representar.

Resumen actividad: Se les explica a los y las Preguntas Orientadoras:

estudiantes la metodologia e instrucciones del
juego Mastermind, las que en general son:

En un sector se dispone un espacio para que, de
manera secreta, un jugador cree un cddigo, en este
caso, con cuatro colores, que se pueden repetir o no
segun lo que disponga el moderador o moderadora.
A continuacion, el otro jugador, el descifrador,
intentara descifrar el c6digo, esto poniendo intentos
en la seccion de cuatro agujeros horizontales. Para
ir avanzando y logrando determinar el cédigo, el
jugador que lo cred le daré pistas a través de fichas
color rojo o blanco, que se dispondran al costado
de cada intento, de manera general, de la siguiente
forma:

- No se pondra ninguna ficha, si ninguno
de los colores dispuestos por el
descifrador coincide con el codigo
creado.

- Se pondra una ficha color blanco, por
cada ficha de color correcto que haya
dispuesto el descifrador.

- Se pondra una ficha color, rojo por cada
ficha que haya dispuesto el descifrador
con el color, y la posicién correcta.

El descifrador no sabra cual de sus fichas dispuesta

es correcta, tanto en color como en posicion. Este

¢ QUué estrategias
utilizaron para intentar

ganar el juego?

Con la cantidad de filas
disponibles para los
intentos, ¢Se podra ganar

si o si el juego?

¢ Cuantas filas deberia
haber para asegurar que
se va a ganar, si 0 si?, ¢y
si el codigo a descifrar
fuera de cinco colores

sin repetirse?

Lo anterior, ¢Se puede
generalizar para
cualquier nimero de

colores?

¢De qué otra manera se
puede representar la
cantidad de claves que se

pueden formar con los
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contara con una cantidad maxima de intentos, que
estard determinada por el tablero. Ganara el
descifrador si logra determinar correctamente el
cddigo en el nimero de intentos maximaos, en caso
contrario gana el otro jugador. En esta
oportunidad, para la creacién de la clave tenemos
tres colores disponibles, pero esta debe tener solo
se desarrolla con dos colores, los que no se pueden

repetir, con un total de 4 filas para lograr adivinar.

cuatro colores?, ¢y con

cinco?
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Actividad para el contenido de Combinacion

La actividad de Combinacion se presenta para ser trabajada luego de la leccion de

Permutacion y Variacion.
1. Tabla n®9, elaboracion propia

Nombre: “;Cuantas conversaciones tendré?

Habilidades: Argumentar y Comunicar, Modelar y Representar.

Resumen actividad: Se le presentaalosy las Preguntas Orientadoras:

estudiantes la siguiente situacion: “Se esta
organizando una reunién para interesados e
interesadas en participar del taller de pintura.
El objetivo de la primera reunion es que todos
y todas se conozcan, para esto se formaran
parejas entre los y las participantes, y se les
invitara conversar con unas preguntas. Para
esto se quiere determinar el tiempo que deberia
tomar esta parte de la reunion, teniendo en
cuenta que cada pareja conversara 5 minutos
aproximadamente, y hay cinco asistentes
confirmados, ¢Cuénto tiempo se debera
disponer para esta parte de la reunion?” Para
esto se les entregard a los y las estudiantes
cinco copias de una imagen con cinco personas
distintas, y se les solicitara formar las parejas
de la reunion, para asi encontrar el tiempo

necesario para la parte de conocerse.

Actividades a través del recurso TIC

¢Cuanto tiempo debera durar
la parte de conocerse de la
reuniéon?, ¢Por qué?
¢Cuantas parejas distintas
conversaran durante la
reunion?

¢QUué estrategias usaste para
determinar el nimero de
parejas?

¢De qué otra manera se
puede representar la solucion
a la situacion?

Si ahora quisiera hacerse un
trabajo en trios, ¢cuantos

grupos se formarian?

A continuacidn, se describen diferentes maneras de utilizar LABAPC, primero a traves

de la ejemplificacion con un ejercicio del texto escolar ministerial para 2°medio, y luego con
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las herramientas que proporciona el software. Estas son solo un pequefio ejemplo de las

posibilidades del software.
2. Tabla n°10, elaboracién propia

Nombre: “Candidatura combinada”
Habilidades: Argumentar y Comunicar, Modelar y Representar.

Resumen actividad: A través de la utilizacién Preguntas Orientadoras:

del recurso web LABAPC, especificamente la - ¢Cuales fueron las dificultades
seccion ~ “Calculadora y  editora  de que se enfrentaron al momento
combinaciones”, que se encuentra luego de, en de resolver el ejercicio?

el inicio de la péagina, escoger la seccion

“Combinatoria”, se propone la resolucién de los - ¢El software aport6 a la
ejercicios del texto escolar, por ejemplo: 1. solucién de estas?
Cinco estudiantes se presentan de candidatos

para la directiva del curso. Si se debe escoger a

tres de ellos para ocupar los cargos de

presidente, secretario y tesorero, ;cuantas son

las distintas directivas posibles?

Se invita a los y las estudiantes a utilizar la

seccion para comparar el resultado de su

ejercicio, utilizando las herramientas que este

trae.
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Imagen de referencia, extraida de Garcia Moreno, LABAPC (2010):

|9¢=h dii 1 | |9¢m dii 2

[ estudiante 5 | |

diante 3 | [ estudiante 4 |

Elige el tipo de combinaciones que O SIN REPETICION
deseas realizar. (- CON REPETICION

Los 5 ELEMENTOS DIFERENTES del conjunto
{ estudiante 1 - estudiante 2 - estudiante 3 - estudiante 4 - estudiante
5}
tomados de 3 en 3. teniendo en cuenta que:
- EL ORDEN NO IMPORTA
- que se trata de COMBINACIONES SIN REPETICION
... s& pueden combinar de 10 formas diferentes:

COMBINATORIA. ¥ r=w g0
CALCULADORA-EDITORA DE COMBINACIONES H FEN
(Con o sin repeticién) I B

I T .

Escribe los nombres, o cddigos, de los elementos
DIFERENTES que pueden aparecer en las

combinaciones .

Cada combinacién va a tener...

elementos

COMBINACIONES

SIN REPETICION

estudiante 1,estudiante 2, estudiante 3
estudiante 1,estudiante 2,estudiante 4
estudiante 1,estudiante 2, estudiante 5
estudiante 1,estudiante 3,estudiante 4
estudiante 1,estudiante 3, estudiante 5
estudiante 1,estudiante 4,estudiante 5
estudiante 2,estudiante 3,estudiante 4
estudiante 2,estudiante 3,estudiante 5
estudiante 2,estudiante 4,estudiante 5

estudiante 3,estudiante 4,estudiante 5

Texto seleccionabls

B

(. VOLUMEN
A - JETT) +
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3. Tablan°11, elaboracion propia.

Nombre: “;Camino légico?”

Habilidades: Argumentar y Comunicar, Modelar y Representar.

Resumen actividad: A través de la utilizacion del Prequntas Orientadoras:

recurso web LABAPC, especificamente la - ¢Cuéles fueron las

seccion “Caminos 16gicos”, que se encuentra dificultades que se

luego de, en el inicio de la pagina, escoger la enfrentaron al momento de
seccion “Combinatoria”, se propone la resolucion resolver el ejercicio?

del siguiente ejercicio: (Cuantos caminos existen - ¢El software aport6 a la
para llegar del punto A al B en una cuadricula de solucion de estas?

4x27?
Se invita a los y las estudiantes a utilizar la
seccion para comparar el resultado de su ejercicio,

utilizando las herramientas que este trae.

Imagen de referencia extraida de Garcia Moreno, LABAPC (2010):

_ COMBINATORIA. .
CAMINOS LOGICOS SOBRE UNA CUADRICULA

éCuantos caminos légicos diferentes se pueden construir?

6!

a2
PR6 =T =15

camino repetido.

.0\'?"_‘_‘_q dored
H H B‘-V
| S

Coloca adecuadamente 4 tramos verticales (V) y 2 tramos horizontales (H) para construir un camino de 6
tramos que una A con B sobre la cuadricula. Esto es lo que se llama un CAMINO LOGICO desde A hasta B.

Cada camino construido es una permutacién de 6 elementos ( 6
B tramos ) con repeticién ( hay 4 tramos verticales indiferenciables y 2
- tramos herizontales indiferenciables entre si). Hay, por tanto:

...caminos légicos diferentes. Trata de encontrar los 15 caminos
Iégicos diferentes. Cuando formes un camino, éste quedara
registrado automaticamente siempre y cuando no se trate de un

Estado:
Camino sin construir

un orden o una estrategia de formacion.

papel y I3piz y hacer el correspondiente diagrama en arbol.

VOLUMEN

@a~mn

Cuando lo intentes, no tardards en caer en la cuenta de la importancia de seguir

También puedes utilizar la estrategia mas utilizada en Combinatoria: tomar un
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Actividades detalladas

Actividades de motivacion

Juegos

Nombre: “El circulo de monedas”
Tiempo: 10 a 15 minutos

Disposicion de estudiantes: Grupos de 2 a 4 estudiantes.

Materiales: 6 monedas, tapas de bebidas, o elementos parecidos, por participante.

Objetivo de aprendizaje asociado: OA11. Utilizar permutaciones y la combinatoria

sencilla para calcular probabilidades de eventos y resolver problemas.

Habilidad: Argumentar y Comunicar: Explicar: - Soluciones propias y los
procedimientos utilizados. - Demostraciones de resultados mediante definiciones,
axiomas, propiedades y teoremas. - Generalizaciones por medio de conectores l6gicos y

cuantificadores utilizdndolos apropiadamente.

Actitud: OAB. Demostrar curiosidad e interés por resolver desafios matematicos, con
confianza en las propias capacidades, incluso cuando no se consigue un resultado

inmediato.

Instrucciones del juego: Se disponen todas las monedas juntas, sin dejar espacio entre

ellas, formando un circulo. El juego consiste en sacar monedas del circulo, el jugador
que saque la o las ultimas monedas del circulo ganara. Los jugadores se turnan para sacar
una o dos monedas, pero si se sacan dos, éstas deben estar una junto a otra, sin que haya

entre ellas ninguna otra moneda o espacio vacio.

Descripcion de la actividad: Se presenta y explica a los estudiantes el juego, luego se

invita a jugar 2 6 3 veces dependiendo del tiempo disponible. Una vez terminado, se
pregunta al curso sobre su apreciacién, es decir, dificultades que puedan haber aparecido
al momento de jugarlo, estrategias, entre otras cosas, para asi guiar la conversacion con
la siguiente pregunta: ¢ Que se debe hacer para asegurarse de ganar el juego? Se espera

que los y las estudiantes mencionen el hecho de tener que pensar las diferentes maneras
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en que los otros jugadores pueden extraer las monedas, para asi asegurar que en su turno,
especialmente en los Gltimos, se logre tomar la o las Gltimas monedas. Con esto se debe
guiar la conversacion a hablar sobre las dificultades que esto trae, es decir, ¢Es dificil
pensar en todas las opciones que tienen los compafieros y comparfieras?, y, ¢Si el grupo

es de dos, es mas facil pensarlo que de cuatro?, ¢Por qué?

Se espera que aparezcan por primera vez las palabras combinaciones, casos, opciones, u
otros que hagan alusion al hecho de que, mientras mas compafieros formen el grupo, mas
dificil puede ser pensar en que eleccion haran hasta llegar a mi turno, esto, por la cantidad
de combinaciones posibles que existen. Con este se logra los primeros a vistos al
Razonamiento Combinatorio que se quiere lograr. Una vez llegada a esta conclusion se

puede dar paso al desarrollo de la clase.

Nombre: Sumar 15
Tiempo: 10 a 15 minutos

Disposicién de estudiantes: Grupos de 2 estudiantes.

Materiales: Pizarra 'y plumén, o cuaderno y lapices.

Objetivo de aprendizaje asociado: OA11. Utilizar permutaciones y la combinatoria

sencilla para calcular probabilidades de eventos y resolver problemas.

Habilidad: Argumentar y Comunicar: Explicar: - Soluciones propias y los
procedimientos utilizados. - Demostraciones de resultados mediante definiciones,
axiomas, propiedades y teoremas. - Generalizaciones por medio de conectores ldgicos y

cuantificadores utilizandolos apropiadamente.

Actitud: OAB. Demostrar curiosidad e interés por resolver desafios matematicos, con
confianza en las propias capacidades, incluso cuando no se consigue un resultado

inmediato.

Instrucciones del juego: En la pizarra o cuaderno se escriben los nimeros del 1 al 9.

Por turnos los participantes deberan escoger un nimero, y se queda con él, es decir, se
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saca de la lista. Ganara el primer jugador que logre sumar 15 con tres nimeros de los

escogidos.

Descripcion de la actividad: Se le presenta y explica a los estudiantes el juego, luego

se invita a jugarlo 2 o 3 veces dependiendo del tiempo disponible. Una vez terminado se
pregunta al curso sobre su apreciacion, es decir, dificultades que puedan haber aparecido
al momento de jugarlo, estrategias, entre otras cosas, para asi guiar la conversacion con
la siguiente pregunta: ¢Qué se debe hacer, para asegurarse de ganar el juego? Se espera
que los y las estudiantes mencionen el hecho de tener que pensar las diferentes maneras
en que el otro jugador podra sumar 15 en base a los nimeros que se van escogiendo. Asi,
se debe guiar la conversacion a hablar sobre las dificultades que esto trae, es decir, ¢ES
dificil pensar en todas las opciones que el compariero o compariera tiene?, ¢Por qué? Se
espera que aparezcan por primera vez las palabras, combinaciones, casos, opciones, u
otras que hagan alusién al hecho de que son maltiples las opciones para llegar a la suma
esperada, y se puede pasar por alto algiin nimero que nos haga perder inmediatamente,
esto, por la cantidad de combinaciones posibles que existen. Con esto se logra visualizar
los primeros indicios del Razonamiento Combinatorio que se busca desarrollar, y asi
comenzar el camino a ellos. Una vez llegada a esta conclusion se puede dar paso al

desarrollo de la clase.

Acertijos

Nombre: El sexteto de dados, ¢Juego justo o injusto?
Tiempo: 10 a 15 minutos.

Disposicion _de estudiantes: Trabajo personal, grupos de la cantidad que se estime

conveniente o conversacion a nivel curso.
Materiales: Lapiz, papel.

Objetivo de aprendizaje asociado: OA11. Utilizar permutaciones y la combinatoria

sencilla para calcular probabilidades de eventos y resolver problemas.

Habilidad: Argumentar y Comunicar: Explicar: - Soluciones propias y los

procedimientos utilizados. - Demostraciones de resultados mediante definiciones,
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axiomas, propiedades y teoremas. - Generalizaciones por medio de conectores ldgicos y

cuantificadores utilizdndolos apropiadamente.

Actitud: OAB. Demostrar curiosidad e interés por resolver desafios matematicos, con
confianza en las propias capacidades, incluso cuando no se consigue un resultado

inmediato.

Situacion: En este juego hay dos secciones, el jugador o jugadora lanza seis dados, en
la seccion “A” gana si obtiene las seis caras de los dados con numeros diferentes y en la
seccion “B” gana si se obtiene dos nimeros iguales y el resto diferentes. ¢Es este juego

injusto en la seccion “A”, por qué? ;Es este juego injusto en la seccion “B”, por qué?

Respuesta: El juego “A”, es un juego justo pues las posibilidades para ganar son muchas
mas que las de perder. En cambio, en el juego “B” las posibilidades en las que se gana

son muy pocas comparas con las que se pierde.

Desarrollo de la actividad: Esta actividad puede desarrollarse de maltiples formas. Para

que funcione es primordial adecuarlo a la personalidad del curso. Una manera de
plantearlo es proponerle al curso que trabajen en grupos, para determinar cual de los
juegos es justo o no. Una vez que pase un tiempo adecuado (se estiman 5 a 8 minutos),
se conversa con el grupo curso y se escuchan las elecciones sobre cual juego es justo,
puede ser tipo votacion. A su vez se escuchan algunos argumentos de los y las
estudiantes, y el o la docente guia la conversacién preguntando: ¢Qué les hace pensar
que el juego es 0 no justo?, ¢ De qué manera podemos representar la situacién para buscar
una solucioén a la problemética? Se espera que aparezcan por primera vez las palabras,
combinaciones, casos, opciones, u otras que hagan alusion al hecho de que, cuando el
juego es justo, como es el caso del “A”, hay mas opciones donde se puede ganar. En
cambio, en el juego “B”, es muy poco probable que se pueda lograr lo que se pide, esto,
por la cantidad de opciones posibles que existen. Con esto se logra visualizar los
primeros indicios del Razonamiento Combinatorio que se busca desarrollar, y asi
comenzar el camino a ellos. Una vez llegada a esta conclusion se puede dar paso al

desarrollo de la clase.
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4. Nombre: (Coémo cruzar el rio?
Tiempo: 10 a 15 minutos.

Disposicién de estudiantes: Grupos de la cantidad que se estime conveniente.

Materiales: Lapiz, papel.

Objetivo de aprendizaje asociado: OA11. Utilizar permutaciones y la combinatoria

sencilla para calcular probabilidades de eventos y resolver problemas.

Habilidad: Argumentar y Comunicar: Explicar: - Soluciones propias y los
procedimientos utilizados. - Demostraciones de resultados mediante definiciones,
axiomas, propiedades y teoremas. - Generalizaciones por medio de conectores 16gicos y

cuantificadores utilizandolos apropiadamente.

Actitud: OAB. Demostrar curiosidad e interés por resolver desafios matematicos, con
confianza en las propias capacidades, incluso cuando no se consigue un resultado

inmediato.

Situacion: Uno de los ejercicios mas antiguos de la combinatoria es acerca de la
situacién problematica del granjero que viaja con un lobo, un cordero y una cesta de
repollos. No puede dejar solos en ningin momento al lobo y al cordero, pues el lobo se
lo comeria, ni al cordero y los repollos, pues el cordero se comeria el repollo. En un
momento dado llegan a un rio. Para cruzarlo tiene un bote en el que solamente puede
cruzar él con uno de los tres "objetos". El problema es ¢ Cuantos viajes minimos debera

realizar para lograr cruzar el rio?

Este problema se ha abordado en la serie animada “Los Simpson”, por lo que se puede
adaptar siguiendo ese capitulo: Homero tuvo que ir a comprar veneno con su hija Maggie
y Ayudante de santa, su perro. Al volver se pierde, y debe cruzar en bote un rio para
llegar a su destino. El problema es que, si el perro se queda solo con Maggie la morder,
y si ella se queda sola con el veneno se lo comera. ;Como podréa cruzar el rio, si en el
bote solo puede ir Homero y uno de los “objetos” ?, ;Cual es el nimero minimo de viajes

que debera hacer?
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Respuesta: La respuesta son 7 viajes como minimo, llevando primero al personaje que
no puede quedarse solo con ninguno de los otros, Maggie, volviendo por cualquiera de
los otros dos “objetos”, por ejemplo el veneno, y una vez que ha llegado al otro lado del
rio, nuevamente se lleva a Maggie para buscar al perro, aqui vuelva a dejar a Maggie en
el punto inicial, y se lleva a ayudante de santa, al cual lo deja con el veneno en la otra
parte del rio. Finalmente va nuevamente por Maggie, y asi logra cruzar el rio. La solucion
esta ilustrada en el mismo capitulo que se puede encontrar facilmente en plataformas

como Youtube®*. Al igual que la solucion para el caso original del granjero®

Desarrollo de la actividad: Esta actividad puede desarrollarse de multiples formas. Para

que funcione es primordial adecuarlo a la personalidad del curso. Una manera de
plantearlo es proponerle al curso que trabajen en grupos, para determinar una estrategia
para calcular la cantidad minima de viajes que debera realizar Homero. Una vez que pase
un tiempo razonable (se estiman 5 a 8 minutos), se conversa con el grupo curso sobre su
apreciacion de la situacién, es decir, dificultades que puedan haber aparecido al
momento de intentar resolver la situacién, estrategias, entre otras cosas, para asi guiar la
conversacion preguntando ¢Cudl es la dificultad que enfrenta Homero?, ;Qué hay que
pensar para poder solucionar el problema?, ;De qué maneras se puede representar las
soluciones de la situacion?, ¢Hay méas de una forma para que Homero realice una
cantidad minima de viajes?. Se espera, a partir de las respuestas de los y las estudiantes,
que aparezcan por primera vez las palabras, combinaciones, casos, opciones, u otras que
hagan alusidon al hecho de que existen muchos casos para cruzar el rio, y podria escogerse
una inadecuada, o hacer mas caminos que los minimos, esto, por la cantidad de
combinaciones posibles que existen. Una vez llegada a esta conclusion se puede dar paso
al desarrollo de la clase, pues ya se ha logrado visualizar los primeros indicios del
Razonamiento Combinatorio que se busca desarrollar, y asi es que se puede comenzar el

camino a ellos.

4 https://www.youtube.com/watch?v=KvFIJULbe6g.
5 https://www.youtube.com/watch?v=sBfL4ALMmFNA
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Actividades para el desarrollo de la clase
Permutacion
Material concreto
Nombre: Pasteleros y pasteleras: permutar con policubos.
Tiempo: 35 a 40 minutos.
Materiales: 18 policubos por cada color (4 colores a lo menos)

Esto es reemplazable por cualquier elemento que sea apilable y de colores, por ejemplo
bloques tipo “lego”, palos de helados, entre otros. En su defecto puede trabajarse con
lapices de colores y dibujar lo solicitado.

Disposicion de los estudiantes: Grupos de la cantidad que se estime conveniente.

Objetivo de aprendizaje: OA11. Utilizar permutaciones y la combinatoria sencilla para

calcular probabilidades de eventos y resolver problemas.
Habilidad: Argumentar y Comunicar, Modelar y Representar.

Actitud: OAB. Demostrar curiosidad e interés por resolver desafios matematicos, con
confianza en las propias capacidades, incluso cuando no se consigue un resultado
inmediato.

OAD. Trabajar en equipo, en forma responsable y proactiva, ayudando a los otros,
considerando y respetando los aportes de todos, y manifestando disposicion a entender
sus argumentos en las soluciones de los problemas.

Descripcion de la actividad: La actividad comienza proponiéndole al curso la siguiente

situacion:

“Se debe disefiar una torta para la celebracién del aniversario escolar, esta tendra dos
pisos, y hay dos sabores disponibles, que no se pueden repetir en la torta. El piso de
frambuesa estéa determinado por el color rojo, y el de crema pastelera por color amarillo.
¢Entre cuantas opciones tengo para decidir?”

Intuitivamente los estudiantes diran dos opciones, pues deben decidir si poner en el
primer nivel el sabor frambuesa, y en el segundo el de crema pastelera, o al revés. Es

importante preguntar: ¢Por qué solo son esas dos?, aunque sea poco desafiante, es
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relevante verbalizar el hecho de que, los sabores solo se pueden “ordenar” de esa forma.

Continuando con esto, se le propone al curso trabajar en grupos, segin se estime

conveniente atendiendo a la diversidad, para resolver una situacion similar a la anterior:

“Se debe determinar el orden de los sabores de una torta para la celebracion del

aniversario del colegio. Esta tiene tres pisos, cada uno con un sabor distinto, se deben

distribuir entre: frambuesa, crema pastelera y menta. Se nos solicita describir cuantas

diferentes tortas se podrian construir, teniendo en cuenta que el diferente orden de los

sabores determina una torta distinta. El piso de frambuesa esta identificado por el color

rojo, el de crema pastelera por color amarillo, y el de menta por verde.”

Para esto tienes a disposicion los policubos, con los cuales deberas representar todas las

distintas tortas que se pueden construir.

Junto con la situacion se les entrega a los estudiantes, de la manera que se estime

conveniente, unas preguntas orientadoras y de desarrollo, que acompafan la actividad

una vez que se han construido las seis tortas posibles:

- ¢Cudl es la mayor cantidad de tortas distintas que se pueden construir con tres
sabores?

- ¢Por qué son estas, todas las tortas que se pueden construir?

- ¢Existe otra forma para representar las cantidad de tortas que se pueden construir?

Una vez que haya pasado el tiempo adecuado, el o la docente genera un espacio de
conversacion con el grupo curso para escuchar su apreciacion de la situacion, es decir,
dificultades que puedan haber aparecido al momento de intentar resolverla, estrategias,
entre otras cosas, para asi guiar la sociabilizacion de las respuestas, poniendo énfasis en
la forma en que los grupos crearon las diferentes tortas, escuchando las estrategias para
guiar el desarrollo de la actividad y los aprendizajes esperados. Se espera que, los y las
estudiantes mencionen el hecho de tener que pensar como mover los policubos para no
olvidar ningun caso, siguiendo alguna estrategia particular, por ejemplo fijar un color y
mover los otros. Con esto observar el Razonamiento Combinatorio en los y las
estudiantes, y ademas, asegurar el correcto desarrollo de la actividad y la construccién

de las seis tortas.

La actividad continta con, en los mismos grupos, proponer una segunda situacion:
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“La directora se ha olvidado del sabor favorito de los estudiantes, el chocolate, que se
representa con el color café. Por lo que se solicita, nuevamente, determinar la mayor
cantidad de tortas que se pueden cocinar, esta vez, con los cuatro sabores, sin repetir
ninguno.” Para esto tienes a disposicion los policubos, pero puedes resolver la situacion

como lo creas mas conveniente.

Junto con la situacion se les entrega a los estudiantes, de la manera que se estime
conveniente, unas preguntas orientadoras y de desarrollo, que acompafan la actividad

una vez que se ha encontrado la posible solucion:

¢Cudl es la mayor cantidad de tortas distintas que se pueden cocinar con los cuatro

sabores?

- ¢Por qué son estas, todas las tortas que se pueden construir?

- ¢Existen otras forma para representar y determinar la cantidad de tortas que se
pueden preparar?

- Si ahora fueran cinco sabores, ¢Habra mas cantidad de tortas posibles?, ;De qué

manera podrias resolver la problematica?

Una vez terminada esta parte de la actividad, el o la docente genera nuevamente un
espacio de conversacion con el grupo curso para escuchar su apreciacion de la situacion,
es decir, dificultades que puedan haber aparecido al momento de intentar resolver la
situacion, estrategias, entre otras cosas, para asi guiar la sociabilizacidn de las respuestas,
poniendo énfasis en la forma con la que los grupos encontraron la cantidad de diferentes
tortas que se pueden preparar con cuatro sabores, es probable que haya grupos que no
logren encontrar la cantidad esperada, si se escuchan las estrategias empleadas se debe
potenciar el dialogo entre grupos para que se validen los aprendizajes generados en la
actividad y que todos y todas logren el propdsito de esta. Se espera que los y las
estudiantes mencionen en sus estrategias no haber utilizado del todo los policubos, si no
que después de un namero de intentos, se dieron cuenta cémo iban relacionandose los
nameros, y asi lograr responder la cantidad de tortas distintas que se pueden lograr con
cinco sabores. Con esto se observa el avance del Razonamiento Combinatorio, por lo
que es importante que se muestre al grupo curso otras representaciones para la

construccidn de tortas, se espera que estas nazcan de los propios estudiantes, pero sin
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dejar de lado algunas relevantes como lo son las casillas o el diagrama de arbol, que
deberia ser familiar por la leccion de principio multiplicativo. Por ejemplo, con casillas
podemos ejemplificar las elecciones que se deben ir realizando. En el primer piso
tenemos los cuatro sabores disponibles, si se escoge chocolate luego en el segundo solo
tendremos tres, y asi sucesivamente. Luego se puede guiar la modelacién, pues por el

principio multiplicativo tendremos: 4 -3 -2 -1 = 4!
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Frambuesa
Menta

Crema pastelera
Frambuesa
Menta

Chocolate
Crema pastelera
Frambuesa
Menta

Disefio de la torta mediante el uso de casillas, elaboracion propia
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Finalmente, se puede institucionalizar el aprendizaje, con la definicién, formula, o como
se estime conveniente. Sin embargo, la actividad puede continuar, preguntando y
dirigiendo el aprendizaje con la siguiente situacion: “Se ha determinado, a través de una
votacion, que la torta debe tener tres pisos pero solo dos sabores: frambuesa y chocolate,
repitiendose el de sabor chocolate. Por lo que se solicita, nuevamente, determinar la
mayor cantidad de tortas que se pueden cocinar, esta vez, con dos sabores, repitiendo el
de chocolate.”, se pregunta ;Se puede utilizar el mismo razonamiento anterior? ;Habra
mas 0 menos tortas esta vez? ¢Por qué?, ¢ Y si esta vez fueran cuatro pisos y se repitieran
dos veces cada sabor (frambuesa y chocolate)? El o la docente debe guiar muy bien este
proceso de modelacién, pues generalizarlo, puede ser poco intuitivo y llevar a errores,
pero una vez logrado se puede formular la permutacion con repeticién, generalizando

asi una definicién completa de este primer método combinatorio.

En el transcurso de la actividad, con las preguntas orientadoras y la moderacién del o la
docente, se espera observar el desarrollo, del Razonamiento Combinatorio, es decir,
como lo que en un principio era concreto se lleva a lo mental, a través del proceso de

ensefianza aprendizaje, mediante el ensayo y error.
Juego

Nombre: “Mastermind: Adivina el codigo”
Tiempo: 35 a 40 minutos.

Materiales: Juego Mastermind fisico o virtual. Se puede construir con alfileres de

colores y plumavit, en su defecto se puede jugar con lapiz y papel.

Disposicién de los estudiantes: Trabajo en parejas.

Objetivo de aprendizaje: OA11. Utilizar permutaciones y la combinatoria sencilla para

calcular probabilidades de eventos y resolver problemas.
Habilidad: Argumentar y Comunicar, Modelar y Representar

Actitud: OAB. Demostrar curiosidad e interés por resolver desafios matematicos, con
confianza en las propias capacidades, incluso cuando no se consigue un resultado

inmediato.
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OAD. Trabajar en equipo, en forma responsable y proactiva, ayudando a los otros,
considerando y respetando los aportes de todos, y manifestando disposicidn a entender
sus argumentos en las soluciones de los problemas.

Descripcion del juego: El juego Mastermind es de la siguiente forma:

Seccion de intentos
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Seccidn de clave

En un sector se dispone un espacio para que, de manera secreta, un jugador cree un
codigo, en este caso, con cuatro colores, que se pueden repetir o no segun lo que
disponga el moderador o moderadora. A continuacion, el otro jugador, el descifrador,
intentard descifrar el codigo, esto poniendo intentos en la seccién de cuatro agujeros
horizontales. Para ir avanzando y logrando determinar el cddigo, el jugador que lo creé
le dara pistas a través de fichas color rojo o blanco, que se dispondran al costado de cada

intento, de manera general, de la siguiente forma:

® Imagen tomada de https://www.aboutespanol.com/aprende-a-jugar-mastermind-paso-a-paso-2077618
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- No se pondra ninguna ficha, si ninguno de los colores dispuestos por el descifrador
coincide con el codigo creado.

- Se pondra una ficha color blanco, por cada ficha de color correcto que haya dispuesto
el descifrador.

- Se pondréa una ficha color, rojo por cada ficha que haya dispuesto el descifrador con

el color, y la posicién correcta.

El descifrador no sabra cuél de sus fichas dispuesta es correcta, tanto en color como en
posicidn. Este contara con una cantidad maxima de intentos, que estara determinada por
el tablero. Ganara el descifrador si logra determinar correctamente el codigo en el

namero de intentos maximos, en caso contrario gana el otro jugador.

El juego también tiene  versiones web, como por ejemplo en

https://www.juegosjuegos.com/jugar-juego/mastermind!.html, o en aplicaciones para

celular gue se encuentran bajo el mismo nombre. En su defecto puede realizarse una
plantilla en el cuaderno y jugar con lapices de colores.

Descripcion de la actividad: El juego se le presenta al curso, y una vez de explicadas

las reglas, se le pide que formen parejas para comenzar a jugar. En esta oportunidad la

clave de cuatro digitos, solo se desarrolla con cuatro colores, los que no se pueden

repetir, con un total de 8 filas para lograr adivinar.

Una cantidad adecuada, seria minimo cuatro jugadas, intercalando la persona que deba

descifrar el codigo.

Una vez pasado el tiempo adecuado se les entrega a los estudiantes, de la manera que se

estime conveniente, las siguientes preguntas orientadoras y de desarrollo, que

acomparian la actividad:

- ¢Qué estrategias utilizaron para intentar ganar el juego?

- Con lacantidad de filas disponibles para los intentos, ¢ Se podré ganar si o si el juego?

- ¢Cuantas filas deberia haber para asegurar que se va a ganar, si 0 si?, ¢y si el codigo
a descifrar fuera de cinco colores sin repetirse?

- Lo anterior, ¢ Se puede generalizar para cualquier nUmero de colores?

- ¢De qué otra manera se puede representar la cantidad de claves que se pueden formar

con los cuatro colores?, ¢y con cinco?
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Pasado un tiempo acorde a las necesidades del curso, el o la docente genera un espacio
de conversacion con el grupo curso para escuchar su apreciacion de la situacion, es decir,
dificultades que puedan haber aparecido al momento de intentar resolver la situacion,
estrategias, entre otras cosas, para asi guiar la sociabilizacion de las respuestas,
poniendo énfasis en la construccion comunitaria de una regla, o formula, que entregue,
para cualquier cantidad de colores que tenga el codigo, un nimero de filas con las que

se asegura ganar el juego.

Con esto el o la docente podra observar el Razonamiento Combinatorio que se ha ido
desarrollando en la actividad, y asi representar la situacion con otro método para
apoyarlo, por ejemplo diagrama de arbol o casillas, siempre tomando en cuenta las
respuesta de los y las estudiantes. Por ejemplo, con casillas se pueden ejemplificar que
en la primera opcion de la clave podemos poner cualquier de los cuatro colores, si
escogemos el rojo, en la segunda casilla tenemos tres opciones, y asi sucesivamente, lo
que por el principio multiplicativo seria: 4 -3 -2 -1 = 4!, asi se puede guiar hacia la
modelacién. Luego se podra pasar a institucionalizar el aprendizaje de permutacién
simple, a través de una definicidn, férmula, o como se estime conveniente.

Rojo Verde

Verde Azul
Azul

. Amarillo
Azul Amarillo

Amarillo

Amarillo

Disefio de clave mediante el uso de casillas, elaboracion propia

Sin embargo, la actividad puede continuar, proponiendo a los y las estudiantes variantes
del juego, para asi construir permutacion con repeticion, por ejemplo: volver a jugar,

pero esta vez, en el codigo de cuatro colores, se puede repetir un color.

Con las preguntas orientadoras y la moderacion del o la docente se espera observar el
desarrollo, a lo largo de la actividad, del Razonamiento Combinatorio, es decir en el
mejor de los casos, como lo que en un principio los estudiantes calculaban de manera

concreta pudieron llevarlo a procesos mentales que establecieron una generalidad.
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Variacion

Material concreto

Nombre: Pasteleros y pasteleras: Variar con policubos.
Tiempo: 35 a 40 minutos.

Materiales: 18 policubos por cada color (4 colores a lo menos) Esto es reemplazable
por cualquier elemento que sea apilable y de colores, por ejemplo bloques tipo “lego”,
palos de helados. En su defecto puede trabajarse con lapices de colores y dibujar lo

solicitado.

Disposicion de los estudiantes: Grupos de la cantidad que se estime conveniente

Objetivo de aprendizaje: OA11. Utilizar permutaciones y la combinatoria sencilla para

calcular probabilidades de eventos y resolver problemas.
Habilidad: Argumentar y Comunicar, Modelar y Representar

Actitud: OAB. Demostrar curiosidad e interés por resolver desafios matematicos, con
confianza en las propias capacidades, incluso cuando no se consigue un resultado
inmediato.

OAD. Trabajar en equipo, en forma responsable y proactiva, ayudando a los otros,
considerando y respetando los aportes de todos, y manifestando disposicion a entender
sus argumentos en las soluciones de los problemas.

Descripcidn de la actividad: La actividad comienza proponiéndole al curso la siguiente

situacion: Debemos disefiar una torta para la celebracion del aniversario escolar, esta
debe tener dos pisos, cada uno con diferentes sabores, y nos solicitan describir las
opciones, viendo los sabores y su orden. Para esto tenemos tres sabores disponibles,
frambuesa, que esta determinado por el color rojo, el de crema pastelera, dado por color
amarillo, y el chocolate representado por color café. ;Entre cuantas opciones tengo para
decidir? Aqui el o la docente guia a los y las estudiantes para visualizar algunas de las
diferentes tortas que se pueden cocinar, por ejemplo de chocolate en el primer piso y
frambuesa en el segundo, y al revés. Es importante realizar este alcance sin explicitar

todos los casos, solamente para guiar a la proxima actividad por grupos. Continuando

147



con esto, y sin haber encontrado adn la respuesta se le propone al curso trabajar en
grupos, segun se estime conveniente atendiendo a la diversidad, para resolver la
situacion:

“Debemos determinar los sabores de la torta para la celebracion del aniversario del
colegio, y el orden en los que se encontraran. Esta torta tiene dos pisos, cada uno con un
sabor distinto, se deben distribuir entre: frambuesa, crema pastelera y chocolate. Se nos
solicita describir cuantas diferentes tortas se podrian construir, teniendo en cuenta que,
el diferente orden de los sabores determina una torta distinta. El piso de frambuesa esta
determinado por el color rojo, el de crema pastelera por color amarillo, y el de chocolate
por café.” Para esto tienes a disposicién los policubos, con los cuales debes representar

todas las distintas tortas que se pueden construir.

Junto con la situacion se les entrega a los estudiantes, de la manera que se estime

conveniente, preguntas orientadoras y de desarrollo que acompafian la actividad una vez

que se han construido las seis tortas posibles:

- ¢Cual es la mayor cantidad de tortas distintas que se pueden construir con tres
sabores?

- ¢Por qué son estas, todas las tortas que se pueden construir?

- ¢Existe otra forma para representar las cantidad de tortas que se pueden construir?

Una vez terminada esta parte de la actividad, el o la docente genera un espacio de
conversacién con el grupo curso para escuchar su apreciacion de la situacion, es decir,
dificultades que puedan haber aparecido al momento de intentar resolver la situacion,
estrategias, entre otras cosas. Para asi guiar la sociabilizacién de las respuestas, poniendo
énfasis en la forma con la que los grupos encontraron la cantidad de diferentes tortas de
dos sabores distintos que se pueden preparar con cuatro sabores. Se espera que los y las
estudiantes mencionen el hecho de tener que pensar como mover los policubos para no
olvidar ningln caso, siguiendo alguna estrategia particular, por ejemplo fijar un color y
mover los otros. Ademas asi, asegurar el correcto desarrollo de la actividad y la
construccion de las seis tortas. Aqui se podra realizar una semejanza con permutar 3

objetos, y preguntarse ¢Sera siempre asi? ;Qué diferencia existe entre permutar 3
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sabores, es decir, ver cuantas distintas tortas con tres sabores y tres pisos se pueden

formar, con este caso?
La actividad continta con, en los mismos grupos, proponer la siguiente situacion:

“La directora se ha olvidado del sabor favorito de los profesores, la menta, que se
representa con el color verde. Por lo que se solicita, nuevamente, determinar la mayor
cantidad de tortas que se pueden cocinar, siguiendo con dos pisos, y sin repetir los
sabores.” Para esto tienes a disposicion los policubos, pero puedes resolver la situacion

como lo creas mas conveniente.

Junto con la situacion se les entrega a los estudiantes, de la manera que se estime

conveniente, unas preguntas orientadoras y de desarrollo, que acompafan la actividad

una vez que se ha encontrado la posible solucién:

- ¢Cual es la mayor cantidad de distintas tortas de dos pisos que se pueden cocinar con
los cuatro sabores, sin repetir ningan sabor?

- ¢Por qué son estas, todas las tortas que se pueden construir?

- ¢(Existen otras formas para representar y determinar la cantidad de tortas que se
pueden preparar?

- ¢Por qué la cantidad de tortas es menor a cuando ordenamos los mismos cuatro
sabores en una torta de cuatro pisos, sin repetirlos?

- Si ahora fueran cinco sabores, ¢Habra mas cantidad de tortas posibles?, ;De qué

manera podrias resolver la problematica?

Una vez terminada esta parte de la actividad, es importante que el o la docente genere
un espacio para sociabilizar las respuestas de los grupos, poniendo énfasis en la forma
con la cual los grupos encontraron la cantidad de diferentes tortas que se pueden preparar
con 4 sabores, es probable que haya grupos que no logren encontrar la cantidad esperada,
si se escuchan las estrategias empleadas se debe potenciar el dialogo entre grupos para
que se validen los aprendizajes generados en la actividad, y puedan darse cuenta de sus
errores y fortalezas. Se espera que los y las estudiantes mencionen en sus estrategias no
haber utilizado del todo los policubos, si no que después de un nimero de intentos, se
dieron cuenta como iban relacionandose los numeros, para asi lograr responder la

cantidad de tortas distintas que se pueden lograr con cinco sabores. Con esto el o la
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docente podra evidenciar el desarrollo del Razonamiento Combinatorio es los y las
estudiantes, y contribuir mostrando al grupo curso otras representaciones para la
construccion de tortas, se espera que estas nazcan de los propios estudiantes, pero sin
dejar de lado algunas relevantes como lo son las casillas o el diagrama de arbol, que
deberia ser familiar por la leccion de principio multiplicativo y permutacion. Por
ejemplo, con casillas podemos ejemplificar las elecciones que se deben ir realizando. En
el primer piso tenemos los cuatro sabores disponibles, si se escoge chocolate luego en el
segundo solo tendremos tres, y con esto se habra escogido los dos sabores, lo que se
puede generalizar para cualquiera sea la eleccion de sabores, y asi, por principio
multiplicativo, se obtiene la cantidad total de tortas buscadas 4 - 3 = 12. Para ayudar a
la modelacion se puede preguntar sobre la similitud y diferencia entre este nimero y el
factorial que se realiza en caso de una permutacion, asi analizar como el 4! esta
disminuido en sus factores 2 - 1, si se acompafia el ejemplo con el caso de cinco sabores
de tortas, se observara como el 5! esta disminuido en sus factores 3 - 2 - 1, y asi se puede

guiar la modelacion.

En el transcurso de la actividad, con las preguntas orientadoras y la moderacion del o la
docente, se espera observar el desarrollo, del Razonamiento Combinatorio, es decir,
como lo que en un principio era concreto se lleva a lo mental, a través del proceso de

ensefianza aprendizaje, mediante el ensayo y error.
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Crema pastelera
Frambuesa
Menta

Chocolate
Crema pastelera
Frambuesa
Menta
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Finalmente, se puede institucionalizar el aprendizaje, con la definicién, formula, o como
se estime conveniente para variacion simple. Sin embargo, la actividad puede continuar,
preguntando y dirigiendo el aprendizaje con la siguiente situacion: “Se ha determinado,
através de una votacion, que la torta debe tener dos pisos, y se decidira entre tres sabores,
los que, esta vez se pueden repetir: frambuesa, cremay chocolate. Por lo que se solicita,
nuevamente, determinar la mayor cantidad de tortas de dos pisos distintos que se pueden
cocinar, con dos sabores, repitiendo de la manera que se quiera cualquiera de los tres, se
pregunta: ¢ Se puede utilizar el mismo razonamiento anterior? ;Habra mas o menos tortas
esta vez? ;Por qué?, ;Y si esta vez fueran, tres pisos y se pudieran repetir igualmente los

dos sabores como se quisiera?

El o la docente debe guiar muy bien este proceso de modelacion, pues generalizarlo,
puede ser poco intuitivo y llevar a errores. Con esto puede formular la variacion con

repeticion, generalizando asi una definicion del segundo método combinatorio.

En el transcurso de la actividad, con las preguntas orientadoras y la moderacion del o la
docente, se espera observar el desarrollo, del Razonamiento Combinatorio, es decir,
como lo que en un principio era concreto se lleva a lo mental, a través del proceso de

ensefianza aprendizaje, mediante el ensayo y error.
Juego

Nombre: MasterMind: Adivina el cédigo.
Tiempo: 35 a 40 minutos.

Materiales: Juego Mastermind fisico o virtual. Se puede construir con alfileres de

colores y plumavit, en su defecto se puede jugar con lapiz y papel.

Disposicion de los estudiantes: Trabajo en parejas.

Objetivo de aprendizaje: OA11. Utilizar permutaciones y la combinatoria sencilla para

calcular probabilidades de eventos y resolver problemas.

Habilidad: Argumentar y Comunicar, Modelar y Representar
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Actitud: OAB. Demostrar curiosidad e interés por resolver desafios matematicos, con
confianza en las propias capacidades, incluso cuando no se consigue un resultado
inmediato.

OAD. Trabajar en equipo, en forma responsable y proactiva, ayudando a los otros,
considerando y respetando los aportes de todos, y manifestando disposicion a entender

sus argumentos en las soluciones de los problemas.

Descripcion del juego: El juego Mastermind es de la siguiente forma:

Seccion de intentos
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Seccién de clave

En un sector se dispone un espacio para que, de manera secreta, un jugador cree un
cddigo, en este caso, con cuatro colores, que se pueden repetir o no segin lo que
disponga el moderador o moderadora. A continuacion, el otro jugador, el descifrador,
intentara descifrar el codigo, esto poniendo intentos en la seccion de cuatro agujeros

" Imagen tomada desde https://www.aboutespanol.com/aprende-a-jugar-mastermind-paso-a-paso-2077618
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horizontales. Para ir avanzando y logrando determinar el codigo, el jugador que lo cred

le daré pistas a través de fichas color rojo o blanco, que se dispondran al costado de cada

intento, de manera general, de la siguiente forma:

- No se pondra ninguna ficha, si ninguno de los colores dispuestos por el descifrador
coincide con el cédigo creado.

- Se pondra una ficha color blanco, por cada ficha de color correcto que haya dispuesto
el descifrador.

- Se pondréa una ficha color, rojo por cada ficha que haya dispuesto el descifrador con

el color, y la posicion correcta.

El descifrador no sabra cuél de sus fichas dispuesta es correcta, tanto en color como en
posicién. Este contara con una cantidad maxima de intentos, que estara determinado por
el tablero. Ganara el descifrador si logra determinar correctamente el codigo en el

namero de intentos maximos, en caso contrario gana el otro jugador.

El juego también tiene versiones web, como por ejemplo en

https://www.juegosjuegos.com/jugar-juego/mastermind!.html, o en aplicaciones para

celular que se encuentran bajo el mismo nombre. En su defecto puede realizarse una
plantilla en el cuaderno y jugar con lapices de colores.

Descripcidn de la actividad: El juego se le presenta al curso, y una vez de explicadas

las reglas, se le pide que formen parejas para comenzar a jugar. En esta oportunidad para
la creacion de la clave tenemos tres colores disponibles, pero esta debe tener solo se
desarrolla con dos colores, los que no se pueden repetir, con un total de 4 filas para lograr
adivinar.

Una cantidad adecuada, seria minimo cuatro jugadas, intercalando la persona que deba
descifrar el codigo.

Una vez pasado el tiempo adecuado se les entrega a los estudiantes, de la manera que se
estime conveniente, unas preguntas orientadoras y de desarrollo, que acompafan la
actividad:

- ¢Qué estrategias utilizaron para intentar ganar el juego?

- Con lacantidad de filas disponibles para los intentos, ¢ Se podré ganar si o si el juego?
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- ¢Cuantas filas deberia haber para asegurar que se va a ganar, si 0 si?, ¢y si hubiera
cuatro colores disponibles para realizar el cddigo compuesto por solo dos colores?

- ¢Se puede generalizar para cualquier nimero de colores disponibles?

- ¢De qué otra manera se puede representar la cantidad de claves que se pueden formar

con los cuatro colores?, ¢y con cinco?

Una vez terminada esta parte de la actividad, el o la docente genera un espacio de
conversacion con el grupo curso para escuchar su apreciacion de la situacion, es decir,
dificultades que puedan haber aparecido al momento de intentar resolver la situacion,
estrategias, entre otras cosas, para asi guiar la sociabilizacion de las respuestas,
poniendo énfasis en la construccion comunitaria de una regla, o formula, que entregue,
para cualquier cantidad de colores que tenga el cddigo, un namero de filas con las que
se asegura ganar el juego. A su vez, se deben escuchar las estrategias de los y las
estudiantes, siendo recogidas y validadas por sus compafieros y comparfieras. Se podra
proponer jugar nuevamente el juego pero esta vez con un cddigo de tres colores, con 5
disponibles para su creacién. Con esto el o la docente podréa visualizar el Razonamiento
Combinatorio que se ha ido desarrollando, y para acompaniarlo se representa la situacién
con otro método, por ejemplo diagrama de arbol o casillas, siempre tomando en cuenta
las respuestas de los y las estudiantes. Por ejemplo, con casillas se pueden ejemplificar
que en la primera opcion de la clave podemos poner cualquier de los cuatro colores, si
escogemos el rojo, en la segunda casilla tenemos tres opciones, lo que por el principio
multiplicativo quedard, 4 -3 = 12, para ayudar a la modelacion se puede preguntar
sobre la similitud y diferencia entre este nimero y el factorial que se realiza en caso de
una permutacion, asi analizar como el 4! estd disminuido en sus factores 2 - 1, si se
acompafia el ejemplo con el caso de cinco colores disponibles, se observard como el 5!

estd disminuido en sus factores 3 - 2 - 1, y asi guiar la modelacion.

Verde
Azul

Amarillo

Disefio de clave mediante el uso de casillas, elaboracion propia
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Luego, se podra pasar a institucionalizar el aprendizaje de variacion simple, a través de

una definicién, formula, o como se estime conveniente.

Sin embargo, la actividad puede continuar, proponiendo a los y las estudiantes variantes
del juego, para asi construir variacion con repeticion, por ejemplo: volver a jugar, pero
esta vez, con cuatro colores disponibles se puede crear un codigo de tres colores, y se
puede repetir cualquier color. Con las preguntas orientadoras y la moderacion del o la
docente se espera observar el desarrollo, a lo largo de la actividad, del Razonamiento
Combinatorio, es decir en el mejor de los casos, como lo que en un principio los
estudiantes calculaban de manera concreta pudieron llevarlo a procesos mentales que

establecieron una generalidad.

Combinacién

Nombre: ;Cuantas conversaciones tendré?

Tiempo: 35 a 40 minutos.

Materiales: Cartulinas de colores, fotos de 5 personas distintas.

Disposicion de los estudiantes: Trabajo personal o grupal.

Objetivo de aprendizaje: OA11. Utilizar permutaciones y la combinatoria sencilla para

calcular probabilidades de eventos y resolver problemas.
Habilidad: Argumentar y Comunicar, Modelar y Representar

Actitud: OAB. Demostrar curiosidad e interés por resolver desafios matematicos, con
confianza en las propias capacidades, incluso cuando no se consigue un resultado
inmediato.

OAD. Trabajar en equipo, en forma responsable y proactiva, ayudando a los otros,
considerando y respetando los aportes de todos, y manifestando disposicion a entender

sus argumentos en las soluciones de los problemas.

Descripcion de la actividad:

La actividad inicia proponiéndole a los estudiantes la siguiente situacion:
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“Se estd organizando una reunion para interesados e interesadas en participar del taller
de pintura. El objetivo de la primera reunion es que todos y todas se conozcan, para esto
se formaran parejas entre los y las participantes, y se les invitara conversar con unas
preguntas. Para esto se quiere determinar el tiempo que deberia tomar esta parte de la
reunion, teniendo en cuenta que cada pareja conversara 5 minutos aproximadamente, y
hay cinco asistentes confirmados, ¢ Cuanto tiempo se debera disponer para esta parte de
la reunion?”

Para esto se les entregara a los y las estudiantes cinco copias de una imagen con cinco
personas distintas, y se les solicitara formar las parejas de la reunidn, para asi encontrar

el tiempo necesario para la parte de conocerse. Por ejemplo:

lg-

Es importante que no se den mas instrucciones para que sea un trabajo intuitivo, de

ensayo y error.

Una vez pasado el tiempo adecuado se les entrega a los estudiantes, de la manera que se
estime conveniente, unas preguntas orientadoras y de desarrollo, que acompafan la
actividad:

- ¢Cuénto tiempo debera durar la parte de conocerse de la reunién?, ;Por qué?

- ¢Cuéntas parejas distintas conversaran durante la reunién?

- ¢Qué estrategias usaste para determinar el nimero de parejas?

- ¢De qué otra manera se puede representar la solucion a la situacion?

- Siahora quisiera hacerse un trabajo en trios, ¢cuantos grupos se formarian?

Una vez terminada esta parte de la actividad, es importante que el o la docente genere
un espacio para sociabilizar las respuestas de los estudiantes o grupos, poniendo énfasis
en la estrategia que los y las estudiantes utilizaron para encontrar la cantidad de parejas
y trios. Siendo recogidas y validadas por sus compafieros y compafieras, y con la

mediacion del o la docente. Se espera que los y las estudiantes mencionen el hecho de
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darse cuenta de no repetir las parejas, pues la conversacion es la misma aunque las
personas estén en orden distintos. Con esto verbalizar el Razonamiento Combinatorio
utilizado, y asi se puede hacer alusién a la variacion, generando un espacio para contraste
entre ambas, para encontrar diferencias que apoyen la modelacién de una formula. A su
vez se puede a traves de diferentes representaciones la solucion del problema, por
ejemplo diagrama de arbol o casillas y ver como fallan en la construccién habitual, y se
deben utilizar con cuidado de acuerdo con el contexto, por ejemplo con el diagrama de

arbol:
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Ejemplo de diagrama de arbol con nombres, elaboracion propia.

-

Juan

Bastian

— Gabriela
Participates
de la reunion
IIIIH%HiHIIII
IIIHHHH%III

Juan

-

Juan

Karla

Se observa un diagrama de arbol intuitivo, que contendra todos los casos posibles en
base a cada participante de la reunion. Se espera que los y las estudiantes noten que, en
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base al contexto, las parejas se encuentran repetidas, es decir, por ejemplo la pareja de
Juan y Gabriela esta repetida en ambos eslabones de su nombre, por lo que se debe
decidir dejar solo una. Lo mismo sucede con todos los eslabones en color naranja que
deben eliminarse de la cuenta final pues la conversacion que tenga, por ejemplo Juan y
Karla, serd la misma que Karla y Juan, y por lo tanto no debe contabilizarse dos veces.
Asi, los casos totales una vez eliminados los eslabones “repetidos” (naranjos) son 10. Se
espera que los estudiantes logren visualizar y comunicar la relacion entre los casos
totales ante de eliminar “los repetidos”, y después; es decir, como los 20 casos iniciales
se dividen a la mitad y generan los 10 que contamos como casos totales para el ejercicio.

Aqui se pueden hacer dos preguntas claves que ayudaran a la formulacion:

- ¢A qué método de recuento hace referencia el diagrama con los casos iniciales?

- Enel caso de querer formar trios, ¢Por cuanto dividiriamos los casos iniciales?

Asi se podréa pasar a institucionalizar el aprendizaje de combinacidn simple, a través de

una definicion, férmula, o como se estime conveniente.

Es importante mencionar que, con las preguntas orientadoras y la moderacion del o la
docente se espera observar el desarrollo, a lo largo de la actividad, del Razonamiento
Combinatorio, es decir en el mejor de los casos, como lo que en un principio los
estudiantes calculaban de manera concreta pudieron llevarlo a procesos mentales que

establecieron una generalidad.

Recurso TIC

A continuacion, se describen diferentes maneras de utilizar LABAPC, primer a través de la

ejemplificacion con un ejercicio del texto escolar ministerial para 2°medio, y luego con las

herramientas que proporciona el software. Estas son solo un pequefio ejemplo de las

posibilidades del software.

Cuando se ingresa a la pagina web se encuentra lo siguiente:
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MABORATEORI® BRASICO®
BE ARAR, PROBABILIDAD
Y COMBIIATEORIRA-

AZAR Y PROBAEILIDAD
SITUACIONES PROBLEMATICAS
COMBINATORIA
EQUIPAMIENTO EXPERIMENTAL

GUIAS DIDACTICAS Y CREDITOS

i

Juan Garcia Moreno. 2009 /2010

A continuacion se detallan las dos actividades, especificando las secciones que se utilizaran.
Actividad a traves de LABAPC
1. Nombre: Candidatura Combinada
Materiales: Computador con acceso a internet.

Disposicidn de los estudiantes: Trabajo personal o en parejas.

Objetivo de aprendizaje: OA11. Utilizar permutaciones y la combinatoria sencilla para

calcular probabilidades de eventos y resolver problemas.
Habilidad: Resolver problemas, y Argumentar y comunicar.

Actitud: OAF. Usar de manera responsable y efectiva las tecnologias de la
comunicacion en la obtencion de informacion, dando crédito al trabajo de otros y
respetando la propiedad y la privacidad de las personas.
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Ejercicio: 1. Cinco estudiantes se presentan de candidatos para la directiva del curso. Si
se debe escoger a tres de ellos para ocupar los cargos de presidente, secretario y tesorero,
¢cuantas son las distintas directivas posibles? (Chacdn Aguirre, Garcia Castillo, Rupinn
Gutiérrez, Setz Mena, & Villena Ramirez, 2018)

Descripcion_de la actividad: Al ingresar a LBAPC, y hacer clic en la seccion

combinatoria, se encuentran subsecciones, como se muestra a continuacion:

C CORBIATERIA

Variaciones sin repeticion

Variaciones con repeticion Ma .

Triangulo de Pascal...

“ 8
Combinando frutas...
v
Calculadora y editora de combinaciones
Permutando frutas v
H
Calculadora y editota de permutaciones
v —
Tabla combinatoria 3 )

Caminos logicos...

Juan Garcia Moreno
2009/2010 A

Luego, escogiendo la opcion “Calculadora y editora de combinaciones”, se tiene:
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CALCULADORA-EDITORA DE COMBINACIONES
(Con o sin repeticion)

COMBINATORIA. f a=w do00¢
H &0

Escribe los nombres, o cédigos, de los elementos
| | | | | | DIFERENTES que pueden aparecer en las
| | | I | | combinaciones .

Cada combinacién va a tener...

Elige el tipo de combinaciones que (&  SINREPETICION Bl nentos
deseas realizar. (. CONREPETICION -

COMBINACIONES
Los 5 ELEMENTOS DIFERENTES del conjunto B i i
fa-b-c-d-e) SIN REPETICION

tomados de 3 en 3, teniendo en cuenta que a,b,c

- EL ORDEN NO IMPORTA a,b,d

-que se trata de COMBINACIONES SIN REPETICION a,be
se pueden combinar de 10 formas diferentes a,.cd

a,ce
a,de
b,c.d
b,ce
b,d.e
cde

3

R (4
CS_ _3|(5

VOLUMEN

En la seccion se encuentra un programa que entrega todas las combinaciones posibles, a
través de la férmula y de la descripcion de los caso, con o sin repeticion, ademas se
puede editar los objetos a combinar, renombrandolos. Permitiendo asi la
contextualizacion del resultado. Con el uso de esta seccidn se puede trabajar de la
siguiente forma:

Se propone la resolucion de los ejercicios del texto escolar, por ejemplo: 1. Cinco
estudiantes se presentan de candidatos para la directiva del curso. Si se debe escoger a
tres de ellos para ocupar los cargos de presidente, secretario y tesorero, ¢cuantas son las
distintas directivas posibles?

Se invita a los y las estudiantes a utilizar la seccion para comprar el resultado de su

ejercicio, utilizando las herramientas que este trae, quedando por ejemplo:
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COMBINATORIA. ¥ row do0208
CALCULADORA-EDITORA DE COMBINACIONES G @0 @v
(Con o sin repeticion) 7=k
TEEE U N .

Escribe los nombres, o codigos, de los elementos
[ estudiante 1 | [ estudiante 2 | [ estudiante 3 | [ estudiante 4 | DIFERENTES que pueden aparecer en las

‘ estudiante 5 | | | | | | | combinaciones .

Cada combinacidn va a tener...

Elige el tipo de combinaciones que = SIN REPETICION + elementos
deseas realizar. (" CON REPETICION -

COMBINACIONES
Los 5 ELEMENTOS DIFERENTES del conjunio
{ estudiante 1 - estudiante 2 - estudiante 3 - estudiante 4 - estudiante SIN REPETICION
5} estudiants 1,estudiante 2, estudiante 3
tomados de 3 en 3, teniendo en cuenta que: estudiante 1,estudiante 2, estudiante 4
- EL ORDEN NO IMPORTA estudiante 1,estudiante 2,estudiante 5 0]
- que se trata de COMBINACIONES SIN REPETICION estudiante 1,estudiante 3,estudiante 4
... 5¢ pueden combinar de 10 formas diferentes: estudiante 1,estudiante 3,estudiante 5
estudiants 1,estudiante 4,estudiante 5
estudiante 2, estudiante 3, estudiante 4
estudiante 2,estudiante 3,estudiante 5
estudiante 2, estudiante 4, estudiante 5
estudiante 3,estudiante 4, estudiante 5 =

3 _[(5)__ 5! .
Cs=. )7 (53

VOLUMEN

o
&/ (@ mamn

Una vez pasado el tiempo adecuado, es importante que se realicen preguntas
orientadoras para acompanar el aprendizaje a través del uso de la plataforma, y no solo
sea usada como calculadora, por ejemplo iniciando un espacio de conversacion sobre las
dificultades que se enfrentaron al momento de resolver el ejercicio, y como estas fueron
0 no solucionadas con el software. Esperando que los y las estudiantes mencionen como
pudieron comprobar su resultado, y ademas observar todos los casos posibles, siendo

mas visual la solucion.
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2. Nombre: ;Camino l6gico?
Ejercicio: ¢Cuantos caminos existen para llegar del punto A al B en la cuadricula de

4x2? Tal y como se muestra a continuacion, en el que se ejemplifica con el cuadrado

rojo por A, y negro por B. -

Materiales: Computador con acceso a internet.

Disposicidn de los estudiantes: Trabajo personal o en parejas.

Objetivo de aprendizaje: OA11. Utilizar permutaciones y la combinatoria sencilla para

calcular probabilidades de eventos y resolver problemas.
Habilidad: Resolver problemas, y Argumentar y comunicar.

Actitud: OAF. Usar de manera responsable y efectiva las tecnologias de la
comunicacion en la obtencion de informacion, dando crédito al trabajo de otros y
respetando la propiedad y la privacidad de las personas.

Descripcion_de la_actividad: Al ingresar a LBAPC, y hacer clic en la seccién

combinatoria, se encuentran subsecciones, como se muestra a continuacion:
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Luego, entrando en “Caminos 16gicos...” se observa:
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COMBINATORIA. L E

® &
CAMINOS LOGICOS SOBRE UNA CUADRICULA &> ¢
H

.|

Coloca adecuadamente 4 tramos verticales (V) y 2 tramos horizontales (H) para construir un camino de 6

tramos que una A con B sobre la cuadricula. Esto es lo que se llama un CAMINO LOGICO desde A hasta B.
£Cuantos caminos légicos diferentes se pueden construir?

Cada camino construido es una permutacion de 6 elementos ( 6
B tramos ) con repeticion ( hay 4 tramos verticales indiferenciables y 2
= tramos horizontales indiferenciables entre si). Hay, por tanto:

2 6l
PRG - 41521 =15

...caminos légicos diferentes. Trata de encontrar los 15 caminos
légicos diferentes. Cuando formes un camino, éste quedara
registrado automaticamente siempre y cuando no se trate de un
camino repetido.

Estado:
Camino sin construir

Cuando lo intentes, no tardaras en caer en la cuenta de la importancia de seguir
un orden o una estrategia de formacién.
También puedes utilizar la estrategia mas utilizada en Combinatoria: tomar un
papel y lapiz y hacer el correspondiente diagrama en arbol.

VOLUMEN
@n

Aqui se presenta la clasica situacion de la construccion de caminos. A través de la
plataforma se podran construir los caminos en la busqueda de los 15 totales, que ya se
han mencionado que es la solucion final. Con el uso de esta seccidn, se puede trabajar
con los y las estudiantes proponiéndoles primero la situacion, intentando buscar
intuitivamente una respuesta, que pueda ponerse en accion a través del software, o
simplemente plantear la seccion de LABAPC, y una vez de un tiempo adecuado escuchar

las dificultades, fortalezas, y estrategias empleadas.
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