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IMPORTANTE

En el presente documento se utilizan de manera inclusiva en algunos los términos como

“el docente™, “el estudiante”, “el profesor”, “el alumno” y sus respectivos plurales (asi como

otras palabras equivalentes en el contexto educativo) para referirse a hombres y mujeres.

Esta opcion obedece a que no existe acuerdo universal respecto de como aludir
conjuntamente a ambos sexos en el idioma espafol, salvo usando “o/a”, “los/las” y otras
similares, y ese tipo de formulas supone una saturacion grafica que puede dificultar la

comprension de la lectura.
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RESUMEN

Esta tesina estd enfocada en la creacion de una propuesta didactica, bajo la utilizacion de
modulos de aprendizaje para la Actividad Curricular “Taller de Geometria de Curvas y
Superficies” del afio 2021. En este documento se presenta la base tedrica que respalda la
utilizacion de modulos de aprendizaje para generar instancias de evaluacion sumativa y
formativa y la importancia de los diferentes registros de representaciones semidticas que

posibilitan una comprension extensa de los objetos matematicos.

Se agrega en este documento la experiencia de implementacién y resultados obtenidos de dichos
maodulos de aprendizaje y los posibles caminos a considerar para su ajuste y perfeccionamiento

en versiones futuras.

También se presentan los inconvenientes a los cuales se vio enfrentado el trabajo, las discusiones
emanadas al considerar los aspectos fundamentales del estudio de la pedagogia como lo son el

trabajo individual, compartido y el compromiso por la propia ensefianza.

Se espera que todo lo aqui investigado quede como referente para futuros trabajos con estos
maodulos de aprendizaje, utilizando a conveniencia el material creado para su implementacion o

apoyo en la docencia y practica individual de caracter asincronico.

ABSTRACT

This dissertation is focused on the creation of a didactic proposal, under the use of learning
modules for the Curricular Activity "Taller de geometria de Curvas y Superficies" of the year
2021. This paper presents the theoretical basis that supports the use of learning modules to
generate summative and formative evaluation instances and the importance of the different
registers of semiotic representations that enable a comprehensive understanding of

mathematical objects.

This paper adds the implementation experience and results obtained from these learning
modules and the possible ways to consider for their adjustment and improvement in future

versions.



It also presents the disadvantages faced by the work, the discussions emanated when considering
the fundamental aspects of the study of pedagogy such as individual and shared work, and the

commitment to teaching itself.

It is hoped that everything investigated here remains as a reference for future work with these
learning modules, using the material created for its implementation or support in teaching and

individual practice of asynchronous character.

PALABRAS CLAVE:

PALABRAS CLAVE: Educacion, geometria, visualizacion, acompafiamiento, software.

KEY WORDS: Education, geometry, display, accompaniment, software.







Introduccion

Desde hace muchos afios, algunos de los pilares de la pedagogia remarcan la importancia de
comprender los diferentes contextos educativos, de generar aprendizajes bajo nuevas metodologias
de ensefianza-aprendizaje y formas didacticas de entregarlos, amoldarlos y evaluarlos. Bajo estas
nociones, acompariado de la presente situacion sanitaria y enfocando la ensefianza bajo las miradas
de la UMCE y de los modelos emanados de MINEDUC, se busca crear médulos de aprendizaje
que respondan a los criterios oficiales de la casa de estudios y a la importancia de la geometria en
el colegio, su comprension y su trabajo para retomar la importancia de la visualizacion de objetos

matematicos.

Paralelo a esto se presenta una base tedrica que sustenta la idea de comprension de objetos
matematicos fuera de la visualizacion sélo algebraica, brindando peso a la representacion natural
que podemos encontrar en los enunciados de diversos ejercicios, como a la representacion grafica
de los objetos matematicos. Todo esto permitiendo una comprension extensa del objeto matematico

y un buen tratamiento del mismo.

Se trabaja bajo una metodologia cualitativa, comprendiendo que el analisis de la ensefianza-
aprendizaje estd sujeta a apreciaciones, opiniones, criticas y visiones personales y colectivas,
dificilmente cuantificables. Se muestra también que, como metodologia, el trabajo siempre esta
ligado al contexto de la universidad, de la carrera y del curso en cuestion, apuntando siempre al
enlace con el contexto y la transformacion del conocimiento reaccionando a las demandas y

necesidades del mismo.

El disefio de este trabajo responde a la idea de mejorar la forma en que se entregan los
conocimientos, permitiendo el trabajo con TICs y la utilizacién de plataformas, avanzando en
tecnologia y en acompafiamiento del aprendizaje, entendiendo la pedagogia como constructivista

y ahondando en las diferentes maneras de evaluar.



Capitulo I: Planteamiento del problema

Antecedentes y justificacion

En el 2007, Ferndndez y mufioz planteaban que “A pesar de lo inmovilista que suele ser el mundo
educativo (en el que en muchos casos seguimos utilizando las herramientas y procedimientos
didacticos que se utilizaban hace siglos), es indudable que las T.1.C. también estan influyendo en
modificar los métodos de la ensefianza”. Hoy en dia, fuera de la intencion de guiar los procesos
educativos con TIC, nos vemos enfrentados a la obligacion de hacerlo. Esto debido a la situacion
sanitaria derivada del virus SARS-CoV2. Segun la Asamblea General Consejo Econdmico y Social
de las Naciones Unidas (2021) “Los colegios y los institutos han cerrado sus establecimientos y

muchos jévenes han recibido educacion en linea.”

Junto con esto, dentro de la malla nueva de carrera de Licenciatura en Educacion Matematica y
Pedagogia en Matematica (con menciones), creada el afio 2019 existe el curso llamado “Taller de

Geometria de Curvas y Superficies”, curso que por malla corresponde al 4to semestre de la carrera.

Segun el programa del curso Taller de Geometria de Curvas y Superficies de la Linea de Geometria
(2019), lo describe de la siguiente manera:

Esta actividad curricular del area Desarrollo del Pensamiento y el Conocimiento
Matematico, es de tipo teorico-practico. Profundiza en el estudio de “la forma”, con el fin
de que el estudiante reconozca el uso de la Geometria en otras ramas de la Matematica
como su presencia en la naturaleza, la ciencia, la tecnologia, el arte, etc. (p. 2)

A su vez, el programa menciona las competencias de egreso correspondientes a el curso, las cuales

son:
- Competencia Sello Institucional:

CS1 N2 CRI Criticidad: Descompone en sus elementos constitutivos la realidad educativa

desde el rol docente como transformador social.

- Competencia Genérica:



CG1 N2 RP: Uso pedagogico de recursos digitales: Utiliza recursos digitales educativos y

de productividad aplicables a su especialidad en diversos contextos.
- Competencia Especifica:

CE1 N2 M: Deduce proposiciones formales desde matematizaciones de contextos

condicionados y problematizados de la realidad.

CE3 N2 LP: Implementa estrategias para derivar proposiciones nuevas o equivalentes a

partir de otras dadas

CE4 N2 UTE: Implementa el uso de TICs en los procesos de ensefianza para el aprendizaje

de la matemaética. (Linea de Geometria, 2019, pp 2-3)

El curso se encuentra ligado al area de Geometria, area de las matematicas que ha sufrido una serie
de transformaciones en cuanto a su ensefianza-aprendizaje a medida que pasan los afios. Como lo
menciona Davis en Marmolejo y Vega (2012) “La historia de las matematicas entre los siglos XV1I
y gran parte del XX puso en evidencia una "desvisualizacion" o "desespacializacion” en la
geometria” pero con la aparicion de los computadores graficos y los programas informaticos,
volcaron el interés en la importancia que juega la visualizacion de la geometria. Marmolejo y Vega
(2012) mencionan también que “En la actualidad, existe una tendencia cada vez mas fuerte a
reconocer la gran importancia y el especial interés de la visualizacion en el aprendizaje y en la

enseflanza de las matematicas”

Hoy en dia, el Ministerio de Educacion (MINEDUC) menciona que, para el eje de geometria, “se
espera que los estudiantes aprendan a reconocer, visualizar y dibujar figuras, y a describir las
caracteristicas y propiedades de figuras 2D y 3D en situaciones estaticas y dindmicas. Se entregan
algunos conceptos para entender la estructura del espacio y describir con un lenguaje mas preciso
lo que ya conocen en su entorno. El estudio del movimiento de los objetos -la reflexion, la traslacion

y la rotacion- busca desarrollar tempranamente el pensamiento espacial de los alumnos.”

También debemos mencionar algunos puntos del programa de estudio de matematica. En
concordancia con nuestra carrera, solo se consideraron los contenidos de geometria y/o algebra de

séptimo basico a cuarto medio.



En la seccion de anexos, se muestran los Objetivos de Aprendizaje (OA), las habilidades y las
actitudes presentes en el curriculum escolar, ligadas al trabajo y estudio de geometria,
principalmente al modelamiento de curvas y/o superficies, y la importancia del uso de softwares
educativos para su comprension. Al analizar cada uno de los objetivos de aprendizajes, habilidades
y aptitudes mencionadas en cada una de las tablas de 7° basico a 4° medio. Se puede evidenciar la
preocupacion de que los estudiantes sepan representar y modelar las figuras geométricas, cuerpos
geomeétricos, funciones, etc. presentes dependiendo el nivel. Como otro punto a destacar es que, en
gran parte de los niveles, en especial a los de ensefianza media, se espera que los estudiantes sepan
representarlas de manera visual utilizando algun software educativo. Por lo que si bien, los
contenidos evidenciados del programa de estudio del MINEDUC, no se ven directamente
relacionados en el Taller de Geometria de Curvas y Superficies, si se refleja en este la importancia
de modelar y representar, algo que nos sirve a futuro para nuestra profesion. Ademas, al utilizar
diversos softwares educativos, nos ayuda a conocer, aprender y descubrir nuevos programas que

nos pueden ser Utiles al momento de realizar nuestras clases.

Lo anterior mencionado nos lleva a idear una modalidad de ensefianza, que pueda brindar un
material didactico acorde a las necesidades de los y las estudiantes de la carrera de pedagogia en
matematica. También, este material debe estar enfocado a la concepcion de geometria en la
actualidad, la cual gira en torno a la visualizacion de los contenidos por medio de diversos softwares
educativos, con una evaluacion mas alla de las pruebas estandarizadas a las cuales como estudiantes

y profesores estamos tan acostumbrados.



Capitulo I1: Objetivos de la Investigacion y Justificacion de la Investigacion

Objetivo general
Disefio de una propuesta didactica para abordar una unidad del curso taller de curvas y
superficies para el desarrollo de las competencias declaradas en el curso.

Objetivos especificos
Analizar el programa del curso taller de curvas y superficies, para asi encontrar un tema

especifico donde desarrollar la propuesta didactica.

Revisar los métodos de ensefianza en modalidad sincronica y asincronica para el disefio propuesta

didactica.

Seleccionar de las distintas aplicaciones de uso de TIC en la educacidn que sean de caracter

gratuito y de facil acceso, para elaboracion de la propuesta didactica.

Organizar y planificar en un espacio virtual el material disefiado de la propuesta didactica.



Capitulo I11: Marco Teorico

El marco tedrico que respalda esta tesina contempla varias concepciones del aprendizaje
estudiantil, basdndose principalmente en el Constructivismo y en las nociones de Evaluacion

sumativa, formativa y mixta.

Constructivismo

Primero debemos remontarnos a las concepciones iniciales del Constructivismo, llevadas a cabo
por Piaget. Segiin Olmedo y Farrerons (2017) “Piaget da mayor importancia al proceso interno de
razonamiento que a la manipulacion externa. Por ende, se reconoce la influencia ejercida tanto por
los sentidos como por la razon.” (p.9). Considera el constructivismo como un proceso de
aprendizaje de construccion interna, activa e individual que supone una adquisicion sucesiva de

estructuras mentales mas organizadas y complejas.

Comentan también que el constructivismo plantea que el sujeto va avanzando en el proceso

intelectual, resultado de una construccion en la que participa de forma activa la persona.
En pensamiento de Piaget sobre el aprendizaje de un sujeto se resume en los siguientes puntos

1. Es un proceso de construccion activa por parte del sujeto, el cual mediante su actividad
fisica y mental determina sus reacciones ante la estimulacion ambiental.

2. No depende solo de la estimulacion externa, también estd determinado por el nivel de
desarrollo del sujeto.

3. Es un proceso de reorganizacion cognitiva.

4. Las relaciones sociales favorecen el aprendizaje siempre que produzcan contradicciones
que obliguen al sujeto a reestructurar sus conocimientos.

5. La experiencia fisica es una condicidn necesaria para que se produzca el aprendizaje, pero
no es suficiente; se necesita ademas la actividad mental. (Piaget en Olmedo y Farreons,
2017, p.10)

Pero el constructivismo no se quedd estancado en las ideas de Piaget, y son los nuevos autores
quienes nos brindan nuevas concepciones que dan un sustento ain mas cercano a las bases de

nuestro trabajo.



Olmedo y Farrerons (2017) nos comentan de la Teoria Construccionista del Aprendizaje. Esta
teoria nos lleva a “utilizar un modelo de trabajo en el que se establezca un proceso de interiorizacion
de elementos externos y exteriorizacion de elementos internos por parte de alumnos y profesores,

imprimiendo el sello personal en la creacién.” (p.11)

Esta teoria nos lleva al trabajo con herramientas tecnolégicas, que facilitan la adquisicion de
habilidades y permiten un ambiente en donde podemos construir, inventar y disefiar proyectos, los

que permitiran una exteriorizacion de las ideas propias, mencionadas anteriormente por la teoria.

Otro gran exponente de las ideas constructivistas es Vigotsky, quien lleva las concepciones
constructivistas hacia la idea de que un alumno es capaz de aprender una serie de aspectos bajo
cierto nivel de desarrollo, pero que existen también ciertos aspectos que deben ser facilitados por
un adulto o una persona de su mismo nivel mas aventajada. (Olmedo y Ferrerons, 2017) Esta
concepcion permite comprender que el constructivismo no es solo construir su conocimiento y
exteriorizar, sino también es compartirlo desde personas con un manejo mas avanzado de diferentes

areas de estudio y de la interaccion con los demas del mismo rango etario o nivel de conocimiento.

Todas estas ideas convergen y toman fuerza con una nueva concepcion acufiada por Ausubel, quien
plantea el aprendizaje significativo, identificando los roles que juegan los conocimientos previos
en la construccion y adquisicion de conocimientos de los estudiantes. Segun Olmedo y Farrerons
(2017):

Este autor estima que aprender significa comprender y para ello es condicion indispensable tener
en cuenta lo que el alumno ya sabe sobre aquello que se le quiere ensefiar y propone la necesidad
de disefiar para la accion docente lo que llama «organizadores previos», una especie de puentes
cognitivos o anclajes, a partir de los cuales los alumnos puedan establecer relaciones significativas
con los nuevos contenidos. Defiende un modelo didactico de transmisidn-recepcion significativo
que supere las deficiencias del modelo tradicional al tener en cuenta el punto de partida de los
estudiantes y la estructura y jerarquia de los conceptos. (p.13)



Retroalimentacion en evaluacién sumativa, formativa y mixta

Al hablar de evaluacion, primero debemos considerar que existen dos tipos de evaluaciones, ambas
utilizadas frecuentemente al momento de evaluar, pero que en textos se consideran como dos
modalidades de evaluacion completamente diferentes, una de ellas es la evaluacion formativa y la
otra es la evaluacion sumativa. Para efectos de las evaluaciones realizadas para esta tesis,
utilizaremos evaluaciones de caracter mixto la cual tendrd una retroalimentacion. Pero, antes de
explicar cdbmo se realizara este tipo de evaluacion, abordaremos el concepto de evaluacion

formativa y sumativa.

Primero definiremos la evaluacion formativa, segin Black et al, 2009 (como se cita en

MINEDUC), la funcion de este tipo de evaluacion es:

La evaluacion cumple principalmente un propdsito formativo en la medida en que se utiliza
para monitorear y acompafiar el aprendizaje de las y los estudiantes, es decir, cuando la
evidencia de sus desempefios se obtiene, interpreta y usa por docentes y estudiantes para
tomar decisiones acerca de los siguientes pasos en el proceso de ensefianza-aprendizaje. (p.
9)

En otras palabras, la evaluacion formativa se puede utilizar para un tipo de educacion mas
constructivista, en donde el estudiante si bien es evaluado, se realiza para poder ver su avance a lo

largo del proceso.
Por otro lado, Sadler 1989 (como se cita en Garcia-Jiménez et. al, 2015) menciona que:

La evaluacion formativa tiene que ver con las valoraciones acerca de la calidad de las
respuestas del estudiante (actuaciones, ejercicios o trabajos) que pueden ser utilizadas para
desarrollar y mejorar la competencia del estudiante cortocircuitando la aleatoriedad e

ineficiencia del aprendizaje por ensayo y error. (p. 4)

Ambos autores hablan de la utilizacion de una evaluacion, para observar y analizar el avance de
los estudiantes, por otro lado, la evaluacion sumativa segin Masters, 2015; Newton 2007 (como se
cito en MINEDUC), menciona que “la evaluacion cumple principalmente un propdsito sumativo
cuando se utiliza para certificar los aprendizajes logrados, lo que generalmente se comunica

mediante una calificacion. No obstante, ambos propositos no son excluyentes” (p. 9)
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Las definiciones de la evaluacion formativa y sumativa mencionan conceptos y propositos
diferentes, pero ambas pueden ser utilizadas en conjunto como una evaluacion mixta utilizando
una retroalimentacion. Segun la Tabla 6, ambas evaluaciones miden conocimiento, una mediante
observaciones y otra mediante calificaciones, pero lo que las une es el uso de retroalimentacion el
cual es utilizado para recopilar, comparar y evaluar una prueba. También se menciona que la
retroalimentacion solo se puede utilizar después de una evaluacion sumativa, pero al comparar
estos resultados obtenidos con el resultado esperado, se termina convirtiendo en una evaluacion
formativa de caracter sumativo, es decir, una evaluacion mixta.

Tabla 1 - Pasos de la comparacion para las evaluaciones sumativa y formativa Taras
(2005:473)

Scriven 1967 Sadler 1989
1. un conjunto ponderado de escalas 1. concepto de estandares, metas o niveles de
orientadas a una meta referencia
2. que recogen y combinan datos de 2. comparan el nivel actual con el estandar

rendimiento

3. para generar ya sean clasificaciones
numericas o comparativas

4. fundamentada en

a) los instrumentos de recogida de datos
b) las ponderaciones

c) la seleccion de las metas

1+2+3+4=ES 1+2=ES
La retroalimentacion es posible Gnicamente
después de la ES

3. Actuacion apropiada para cerrar la brecha
entre el nivel actual y el estandar
1+2+3=EF

FUENTE: Obtenido de Garcia Jiménez, E. (2015). La evaluacion del aprendizaje: de la
retroalimentacion a la autorregulacion. El papel de las tecnologias.
NOTA:

e ES = Evaluacion Sumativa

e EF = Evaluacion Formativa




Paralelo a las concepciones constructivistas y al proceso evaluativo de los y las estudiantes, es
necesario estudiar como comprenden las diferentes concepciones matematicas, basado en los
distintos modos de representacion, presentes en todo estudio de un objeto matematico y sobre

todo en el estudio de curvas y superficies.

Registro de representaciones semioticas

Oviedo, Kanashiro, Bnzaquen, Gorrochategui (2012) sefialan la definicion de Duval referente al
aprendizaje de la matematica donde se menciona que “es un campo de estudio propicio para el
analisis de actividades cognitivas importantes como la conceptualizacion, el razonamiento, la
resolucion de problemas y la comprension” (p.13) pero para el cumplimiento de las diferentes
actividades cognitivas, se requiere de un conjunto de representaciones semioticas, de la capacidad
de transitar a través de ellos y de poder elaborar actividades que propicien su utilizacion,
permitiendo una comprension del objeto matematico y una interpretacion satisfactoria de los

diferentes problemas a los cuales se vea enfrentado un estudiante.

Estas representaciones las encontramos en toda la matematica, para mencionar algunos casos,
encontramos sistemas de escritura para los nimeros, notaciones simbdlicas para objetos, lenguaje
natural para enunciados, relaciones entre nimeros o incluso definiciones de los mismos, también
figuras geométricas para los graficos, diagramas, etc. Cada uno de los lenguajes o recursos
utilizados para representar objetos matematicos constituye una forma de representacién semiética
y el entendimiento, la coordinacion y trabajo con diferentes representaciones de un objeto desde

diferentes representaciones, nos permite comprender el objeto matematico en su totalidad.

Esta tesina estd enfocada en poder comprender como se comportan las curvas y superficies, y
enlazado a lo anterior, es necesario conocer en profundidad que alberga la representacion natural,

la representacion algebraica y la representacion gréafica.

Lo primero, se relaciona directamente con el cdmo presentamos los ejercicios 0 como
interpretamos lo que se nos pide, por ejemplo, interpretamos que queremos conseguir las
soluciones de una ecuacién cuadratica si el enunciado nos menciona que busquemos las raices, los
ceros o las soluciones de la ecuacion. Esta representacion natural o comun, es el primer
acercamiento al objeto matematico que queremos trabajar, permitiendo las primeras apreciaciones

mentales sobre el mismo, detonando concepciones de cémo debe verse en una grafica, como debe
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ser escrito algebraicamente, que restricciones presenta y como podemos concluir para mostrar

dominio y entendimiento del objeto de estudio.

La segunda representacion que consideramos relevante se relaciona con el estudio de la forma
algebraica de los objetos matematicos. Aqui encontramos los tratamientos en cuanto a formulas, al
analisis de la notacion matematica, a las restricciones si fuese el casi y a la forma mas comdn de
concebir una ecuacion, utilizada en infinidad de ejercicios, utilizada para explicar incluso
conceptos como la pertenencia de un valor a un conjunto numeérico. En este tipo de representaciones
se construye la mayor cantidad de bibliografia matematica, se construye también la forma més

comun de presentar los objetos matematicos y de evaluar los mismos.

Para finalizar nuestra atencion se centra en las representaciones geométricas. Esto segun Hitt
(2003) encadena 2 procesos mentales denominados percepcion y visualizacién que segln su

definicion podemos considerar como:

La percepcion la tomaremos como la funcion por la que la mente de un individuo organiza
sus sensaciones y se forma una representacion interna de los objetos externos, en cambio,
la visualizacion tiene que ver con un conocimiento directo e intuitivo. Por ejemplo,
podemos percibir una mosca que vuela y no prestamos atencién a ese hecho, sin embargo,
al querer atravesar una calle y vemos un coche que viene hacia nosotros, realizamos un acto
de conocimiento directo en términos de evaluar su velocidad y decidir si es conveniente
atravesar o no la calle. Esto ultimo, visualizar, generalmente lo hacemos inconscientemente.
¢Es posible desarrollar en nuestros estudiantes habilidades sobre la visualizacion
matematica? (p.216-217)

Nuestra intencion es mostrar que, si es posible desarrollar la capacidad de visualizacién, entregando
material que involucre el trabajo de diversas curvas sobre distintos registros de representaciones

semioticas, esta idea es presentada también por Hitt (2003) quien nos dice que:

“Si queremos que el estudiante visualice una grafica, esta tarea demanda una actividad
mental mas profunda en el sentido de reconocimiento de ciertos subconceptos alli
representados. De hecho, desde el punto de vista teérico de Duval, debemos centrar nuestra
atencion en entender los problemas que surgen al desarrollar una tarea de conversion entre

representaciones” (p. 217)
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Todo este trabajo permitiré al estudiante intuir lo que debiese ocurrir con las graficas de una curva
entregada de manera algebraica y lo que debiera representar una funcion cualquiera cuando nos
muestran un plano en el cual estd graficada, permitiendo identificar componentes y

comportamiento al modificar parametros.
Apoyando esta nocion y brindando importancia a la geometria, Ramirez et. al (2013), sefiala que:

La Geometria ayuda a estimular y ejercitar habilidades de pensamiento y estrategias de
resolucion de problemas. Da oportunidades para observar, comparar, medir, conjeturar,
imaginar, crear, generalizar y deducir. Tales oportunidades pueden ayudar a los estudiantes
a aprender como descubrir relaciones por ellos mismos y convertirse en mejores resolutores
de problemas. Es por ello que es de suma importancia que los docentes de Matematica

tomen en consideracion la ensefianza de los contenidos geométricos. (p. 217-218)
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Capitulo 1V: Marco Metodologico

Este trabajo fue disefiado bajo una metodologia cualitativa, considerando relevante el proceso de
elaboracion de esta tesina orientada al contacto con la realidad del objeto de estudio. Tal como lo
menciona Quintana (2006) existen distintas técnicas de contacto como “el didlogo propio de la
entrevista, la reflexion y la construccidn colectiva caracteristica de los talleres, o la vivencia lograda

a traveés del trabajo de campo y la observacion participante” (p.3)

Como segundo punto a considerar, se plantea una propuesta didactica, mediante la creacion de
material de estudio, ejercitacion y evaluacion para la Actividad Curricular (A.C.) Taller de
Geometria Curvas y Superficies. Ambos enfoques son disefiados para cualquier ambiente de
ensefianza-aprendizaje, es decir, aula presencial, aula virtual o trabajo autodidacta. Debemos dejar
en claro que todo el trabajo llevado a cabo est4 enfocado en la primera unidad de la A.C. en

cuestion.

A continuacién, se presentaran los elementos de nuestro proceso metodolégico para la formulacion
de la propuesta. Para ello, es necesario conocer el contexto en donde se implementara el material,
las estrategias para la recopilacion y elaboracién del material y los métodos utilizados para definir

conclusiones, discusiones y proyecciones.

Contexto

Es necesario hacer un breve resumen del contexto de la institucion educativa donde se realiza la
propuesta y el contexto del grupo curso en donde se implementara el material elaborado. Cabe
mencionar que esta tesina esta relacionada con el uso de softwares educativos, es decir, que ademas
de tener un enfoque pedagdgico, también tendra un enfoque tecnoldgico, bajo los niveles

socioecondmicos de todos y todas los y las estudiantes.
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Contexto de la universidad

La Universidad Metropolitana de Ciencias de la Educacion (UMCE), es una institucién de

educacion superior ubicada en la comuna de Nufioa, en la ciudad de Santiago, Chile.

Fue fundada en el afio 1889, en sus inicios se Ilamaba Instituto Pedagdgico creado por la
Universidad de Chile, instituto creado para la formacion de docentes, exclusivamente para la

ensefianza media (0 educacién secundaria).

En el afio 1981 por intervencion politica de la dictadura, el Instituto Pedagdgico dejo de
pertenecer a la Universidad de Chile, y no fue hasta 1986, que es reconocida como universidad
bajo el nombre de UMCE.

Desde sus origenes, es forjada como universidad estatal y es reconocida por el Consorcio de
Universidades del Estado de Chile (CUECH) y por el Consejo de Rectores de las Universidades
Chilenas (CRUCH), permitiendo vincular su trabajo y lineas de desarrollo con distintas
universidades. Por su calidad de universidad estatal y pertenencia al CRUCH, posee beneficios
estudiantiles facilitados por el Ministerio de Educacion de Chile (MINEDUC).

Mision y Vision de la UMCE (2019):

- Mision: La Universidad Metropolitana de Ciencias de la Educacién es una institucién
estatal y publica, cuya mision consiste en servir a los propoésitos de la educacién, en todas
sus manifestaciones, atendiendo, especialmente, la formacion profesional docente - inicial
y continua - para todos los niveles, sectores y modalidades del sistema educacional chileno.
Incluye, ademas, la relacion entre educacién y salud; sin perjuicio de otras opciones que le
demande la sociedad. Asimismo, la UMCE declara su compromiso de permanente
busqueda de la calidad para el cumplimiento de su tarea universitaria, la que se materializa
en el ejercicio de una docencia pertinente, inclusiva, innovadora y actualizada, que se nutre
con la investigacion cientifica que le es propia, desde la constante y dinamica interaccion

con el medio social, cultural y natural.

- Vision: La UMCE aspira a distinguirse como referente significativo de la formacion de
profesionales de la educacion y de areas afines a su mision en el pais, de tal modo que su

contribucion académica se extienda a una participacién influyente en la formulacion de
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politicas publicas en educacion. Para ello, la UMCE interpretard permanentemente las
necesidades educativas del pais, a través de una investigacion de tal calidad que impacte
favorablemente en su quehacer académico, y, a la vez, en las condiciones de

funcionamiento integral del sistema educativo nacional. (parr. 1-2)

Contexto de la carrera

Licenciatura en Educacion Matematica y Pedagogia en Matematica con Menciones, es una carrera
perteneciente a la facultad de Ciencias Bésicas de la UMCE, especificamente al Departamento de
Matemaética de la institucion educativa antes mencionada. A partir del afio 2019, se implementa un
nuevo plan de estudios para la carrera, plan bajo el cual ser& generada esta tesina, respetando las

nuevas estrategias didacticas y metodologia de ensefianza que este estipula.

Contexto del curso

La tesina, sera implementada la Actividad Curricular (A.C.) del nuevo plan de estudio 2019,
llamada “Taller de Geometria Curvas y Superficies”, de la Carrera de Licenciatura en Educacion
Matematica y Pedagogia en Matematica con Menciones. Dicha A.C. pertenece a la malla nueva de
la carrera que se comenzd a impartir el afio 2019 y corresponde al cuarto semestre de la carrera,

por lo que al segundo semestre del afio 2021 sera su segunda implementacion.

La A.C. tiene dos créditos (SCT) a la semana, de modalidad teérica-préactica, cuyo desarrollo sera
Ilevado a cabo con clases en laboratorios de computacion y en aula. En esta ocasion por la situacion

de salud mundial, el curso esta siendo llevado a cabo en modalidad online con clases sincrénicas.

Segun los nuevos programas del plan de estudio (2019) de la Carrera de Licenciatura en Educacién
Matematica y Pedagogia en Matematica, se describe el Taller de Geometria Curvas y Superficies.

cémo:

Esta actividad curricular del area de especialidad matematica es una asignatura orientada a
lo teodrico-préactico. Profundizar en el estudio de la forma que capacite al alumno para
reconocer la presencia de la Matematica en distintos ambitos (Naturaleza, Ciencia,
Tecnologia, Arte...). Esta asignatura facilita al estudiante el interpretar las ecuaciones y en
general las formulas como objetos visibles, y reciprocamente, estudiar los problemas

geométricos de los objetos que vemos por medio de métodos analiticos. Esta asignatura
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proporciona pues al estudiante un “diccionario” entre dos “idiomas”: el de las cosas que

vemos y el mas abstracto de los nimeros y las formulas. (p. 22)

Al implementarse de manera online, surgen nuevos focos de interés, tales como la posibilidad de
conexidn e ingreso a las clases online por parte de los y las estudiantes, la conectividad a lo largo
de las diferentes actividades realizadas, los problemas tecnologicos para ingresar a las clases, etc.
Para conocer como se ha visto afectado el curso con estos nuevos focos de interés o nuevas
problematicas emergentes, se realiza una encuesta al curso taller de curvas y superficies en el afio
2020. Esta encuesta tiene un carécter diagndstico, permitiendo por medio de las preguntas que
contiene, entregar informacién referente a las apreciaciones sobre la A.C., permitiendo crear un
modulo de aprendizaje que considere las dificultades que ellos y ellas tuvieron con la utilizacion

de los softwares educativos y con el acompafiamiento del curso a medida que avanzo el semestre.

Descripcion de la Actividad Curricular

Para la propuesta didactica, se disefiaran médulos de aprendizaje enfocados en la primera unidad
de la A.C. mencionada. Dicha unidad consta de varios temas que son presentados a continuacion.

Tabla 2 - Programa de estudio de A.C. Taller de Geometria Curvas y Superficies.

Desglose del nucleo e Descripcion de curvas en su forma: explicita e implicita.

de aprendizaje Algunas curvas importantes: Circunferencia, Elipse, Parabola
y otras curvas bidimensionales.

Representacion gréafica de curvas bidimensionales.
Representacion grafica de funciones de una variable real.
Curvas planas definidas mediante ecuaciones paramétricas.
Curvas planas en coordenadas polares.

Estrategias de e Aprendizaje basado en problemas tanto de la disciplina como

ensefianza y de su ensefianza a través de talleres.

aprendizaje e Aprendizaje cooperativo, reflexivo y contextual (cotidiano,
escolar y matematico, entre otros), mediante experimentacion,
para institucionalizar el saber matematico.

e Clases expositivas, mediante pregunta-respuesta.

FUENTE: Modificado de Linea de Geometria. (2019). PROGRAMA DE ACTIVIDAD
CURRICULAR. [Archivo PDF]

Luego de seleccionar la unidad a trabajar, es necesario investigar la manera de entregar un material

que utilice TIC, que permita la visualizacién de la geometria para enlazar de mejor manera los
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conocimientos dentro de si misma y con las demés areas matemaéticas y cotidianas, es por medio
de un mddulo de aprendizaje. Esta modalidad de ensefianza, segin Mancilla Bustingorry (2005),

abarca las siguientes caracteristicas:

e Tienen en cuenta los conocimientos previos de los estudiantes.

e Proporcionan oportunidad de construir conocimiento conceptual, procedimental y
actitudinal.

e Permiten establecer relacion con el entorno natural y sociocultural y, en forma muy
especial, con la familia.

e Ofrecen una variada gama de actividades individuales, grupales y colectivas.

e Favorecen las modalidades de evaluacion diagndstica, formativa y sumativa. (p.99)

Esta estructura puede ajustarse a diversas situaciones educativas, presenciales y a distancia,

teniendo presente, ademas, el estudio autodidacta.

Anélisis del curso y sus competencias

Al pensar de qué manera se llevard a cabo el mddulo de aprendizaje, debemos centrarnos en el
analisis del curso y las competencias que este persigue, con el fin de relacionar todo el trabajo
realizado. Las competencias, como fueron explicitadas en los antecedentes, contemplan un gran
trabajo con las Tecnologia de Informacién y Comunicacion (TICs). Por ello los contenidos
entregados seran dirigidos al uso de software educativo y las evaluaciones estaran centradas en el
manejo de TICs.

El modulo de aprendizaje creado inicia con una descripcion de funciones de forma explicita e
implicita. Este apartado esta enfocado en reconocer las diferentes férmulas que trabajaremos en las
guias de contenidos y de practica de los y las estudiantes. Este modulo cobra gran relevancia en la
comprensidn de las curvas en el plano cartesiano, basandose principalmente en la comprension de

los objetos matematicos bajo diversos sistemas de representaciones semioticas.

Se prosigue con un analisis de curvas importantes considerando necesario el poder guiar el trabajo
mediante instrucciones paso a paso, dando el primer acercamiento a la comprension del trabajo
dentro del software educativo GeoGebra con curvas simples o ya vistas dentro de la carrera de
matematica. Este tema dentro del modulo logra hilar los conceptos tedricos de representaciones

semidticas con un trabajo practico, brindando sentido a lo estudiado y trabajado.
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Seguido a esto, se contemplan tanto las representaciones de curvas bidimensionales como las
representaciones de funciones de variable real. Para este trabajo se intenta recordar la forma que
tienen las diferentes funciones de variable real y como pueden ser expresadas de manera explicita
e implicita, junto con el modo de representarlas en el software educativo. Se hace hincapié en
conceptos claves de las funciones de variable real, como lo son la posibilidad de presentar asintotas,
el trabajo de calculo y de interpretacion de asintotas, tanto para funciones racionales como para
exponenciales y logaritmicas, el trabajo con funciones trigonométricas, las cuales nos llevaran por
el camino de los cambios de coordenadas y posteriormente nos dan indicios del trabajo de

parametrizacién de curvas.

El curso contempla como parte final la comprension del trabajo estudiado en el modulo anterior,
el cual albergaba las funciones explicitas e implicitas, algunas curvas importantes como son las
conicas y las funciones de variable real. En este tema en concreto, el trabajo del mddulo anterior
sera profundizado bajo la parametrizacion de las curvas, entendiendo el manejo de este contenido
para transformar a comodidad las curvas bidimensionales y de variable real, dando espacio a otro
contenido fundamental dentro de la carrera que es la comprension de curvas polares y en un futuro

curvas en coordenadas esféricas.
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Capitulo V: Representacion de Resultados y Discusion

Encuesta uso de recursos TIC

La encuesta fue respondida por 25% estudiantes de la actividad curricular. Si bien es un nimero
bajo, se puede contemplar las dificultades de contexto con la respuesta de la misma. Por un lado,
la situacion de clases en linea genera mayor carga de trabajo y el cierre de semestre no ayuda a
dejar espacios de participacion del proceso. Por otro lado, la encuesta no contempla preguntas
referentes a contenido, solo a la busqueda de dificultades con el software y apreciaciones generales

del curso.

A continuacion, se mostrara un detalle de las preguntas, sus graficas asociadas y reflexiones de
cada cual que nos llevan a la toma de decisiones con respecto a la creacion del moédulo de

aprendizaje.

Figura 1 - Respuesta pregunta 1

Considerando clases presenciales, ;Qué dispositivo utilizas para estudiar en casa?

3 respuestas

Notebook 3 (100 %)
Computador de escritorio (PC)

Tablet

Smartphone

FUENTE: Creacion propia.

19



Figura 2 - Respuesta pregunta 2

Considerando clases online ;Que dispositivo utilizas?

3 respuestas

Notebook 3 (100 %)
Computador de escritorio (FC)

Tablet

Smariphone

FUENTE: Creacion propia.

Estas preguntas van dirigidas al dispositivo utilizado para estudiar y trabajar tanto en aulas en linea
como en modalidad presencial. Nos interesa conocer ambas realidades ya que nos permite generar
actividades que contemplen el uso de dispositivos. Podemos notar que lidera la utilizacion de
Notebook personales, por lo cual priorizaremos la utilizacion de un Software para dicho

dispositivo.

Figura 3 - Respuesta pregunta 3

El dispositivo que utilizas en clases online y/o para estudiar, ;Que sistema operativo tiene?

3respuestas

® Windows
@ Linux

Mac Os
@ Android
@ i0s

FUENTE: Creacion propia.
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Por medio de la imagen anterior, podemos notar que el dispositivo (Notebook) de cada estudiante
contiene un sistema operativo Windows. Esto facilita la instalacion del Software GeoGebra sin
mayores complicaciones. Debemos considerar que la encuesta fue respondida por un nimero bajo
de personas, por lo cual se generara una guia de instalacion para otros sistemas operativos como
MacOS y Linux, como también para dispositivos méviles con sistemas operativos como Android
y i0S.

Figura 4 - Respuesta pregunta 4

i Dispones de internet en tu casa?
3 respuestas
®si
® Mo
FUENTE: Creacion propia.
Figura 5- Respuesta pregunta 5
Si tu respuesta es Si. ;Qué tipo de Internet dispones?
3 respuestas
Internet hogar 2 (66,7 %)

De otro dispositivo como

Smartphone 0(0%)

Internet facilitada por la

universidad (Chip Wom) 1(33.3%)

1] 1

M2

FUENTE: Creacion propia.
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Figura 6 - Respuesta pregunta 6

;En que region y comuna te encontrabas al realizar el Curso "Taller de curvas y superficies"?
3 respuestas

Metropolitana, Pudahuel

Regidn metropolitana, Quinta normal

Region Metropolitana, La Granja.

FUENTE: Creacidn propia.

Las 3 imagenes presentadas estan enfocadas a conocer la conexidn a internet y las caracteristicas
del mismo que posee cada estudiante. Poseer internet es un aspecto relevante en la creacion de
nuestro madulo de aprendizaje, ya que este sera presentado en linea y para tener acceso al contenido
que alberga, como también para entregar las tareas o generar discusiones y responder dudas,
necesitamos de internet. Podemos notar que todos y todas poseen algun tipo de internet, esto es
esperable ya que las distintas casas de estudio han entregado dispositivos para la conexion a internet
de las personas que lo requieran debido a la necesidad de brindar contenidos, evaluaciones y clases

a distancia.

Cuando pasamos a la segunda parte de la encuesta, referida a la aplicacion y uso de herramientas

TICs, nos encontramos con lo siguiente:
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Figura 7 - Respuestas preguntas 8 y 9

Aplicacion y uso de herramientas TIC

;Tuviste problemas con algun software educativo utilizado en las clases del Curso "Taller de

curvas y superficies"?

3 respuestas

® sl
@ NO

Si tu respuesta es Sl. De la siguiente lista, marca las dificultades que tuviste:

2 respuestas

Desconocimiento del software . (0 (0 %)

Falta de dominio de las herram... 1 (50 %)
Falta de capacidad de ejecucid. .. 1 (50 %)
Desarrollo de las guias de trab... —0 {0 %)

El tiempo de trabaje para el de... | N NBRE (50 %)

Falta de bibliografia de apoyo... |0 (0 %)

Mo contar con estudiante ayud... 2 (100 %)
Falta de clases presenciales e... 1 (50 %)

0 1 2

FUENTE: Creacion propia.

Podemos notar que 2 de los 3 estudiantes tuvieron problemas con el software utilizado (GeoGebra).
Mencionaron que se debe principalmente a la falta de dominio de la herramienta tecnoldgica, falta
de capacidad de ejecucion del software educativo y por otra parte tiempo para realizar las
actividades y falta de estudiantes que cumpliesen un rol de ayudantes dentro del ramo en cuestion.

Pero cuando se les preguntd por la sugerencia de otro software matematico para la realizacion de

actividades, no respondieron, dando a entender que el Unico acercamiento que tenemos con la

23



graficacion mediante software es el uso de GeoGebra o cualquier programa similar, pero otorgado
por el docente que realiza la clase. Esto esta fuertemente relacionado con la baja necesidad de
visualizar lo que estamos trabajando, puede ser atribuido a un mal manejo de contenidos, dejando
explicaciones mas bien algebraicas y de manejo de formulas o puede ser la poca innovacion en
cuanto a ocupar alguna herramienta computacional, presente desde la educacién media y

universitaria en general.

Finalizando la encuesta, notamos que, al preguntarles por la importancia de los videos orientadores
para comprender el contenido y la importancia de tener un documento digital como apoyo a la
comprensidn, responden como muy necesario. Esto da relevancia al trabajo que quiere ser llevado
a cabo, convirtiendo el curso en un modulo de aprendizaje que contemple estas inquietudes y pueda
ser un espacio de apoyo a la comprension, estudio y repaso de diferentes contenidos llevados a

cabo en el curso.

Encuesta de apreciacion, Taller de geometria de curvas y superficies

Esta encuesta estd enfocada en la recopilacion de informacién del médulo de aprendizaje
entregado, con el fin de monitorear el avance de los y las estudiantes en el mismo y permitir conocer
sus apreciaciones, sus opiniones y sus criticas, tanto con la manera de llevar a cabo los contenidos

como las impresiones generadas por la profesora y por los estudiantes a cargo de esta tesina.

La encuesta fue respondida por el 26,42% de los y las estudiantes pertenecientes a ambas secciones
de la A.C. Taller de Geometria de curvas y superficies del primer semestre del afio 2021.

Se considerd en primera instancia, preguntar el estado académico de los y las estudiantes que

inscribieron esta A.C. es decir, si es su primera vez en la A.C. 0 no.
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Figura 8 - Respuesta pregunta 2

Estas cursando el Taller de Geometria de curvas v superficies por:

14 respuestas

@ iravez
@ 2davez

FUENTE: Creacion propia.

Como podemos apreciar en la Figura anterior, la totalidad de estudiantes estan cursando la A.C.
por primera vez. Esto permite definir las posibles reacciones al enfrentarse a contenidos o
modalidades de trabajo y permite probar de manera fidedigna si los médulos de aprendizaje
disefiados posibilitan la comprension de contenidos desde cero, mostrando un avance progresivo
0, por el contrario, no generan un avance progresivo y se tiene una comprensién desigual entre

estudiantes o un avance lento en cuanto al entendimiento de lo dispuesto en los mddulos.

Luego, se les realiz6 a los y las estudiantes, diversas preguntas relacionadas a la aplicacién y uso
de TIC durante la actividad curricular, el fin de esto es conocer las fortalezas y debilidades que

posee el software educativo para la comprension de nuestro modulo de aprendizaje.

Primero, se les preguntd a los y las estudiantes si tuvieron problemas con el uso de GeoGebra en
la actividad curricular, en lo que el 21,4% que contestaron la encuesta respondieron que si, versus
un 78,6% respondié que no. Dependiendo de su respuesta, se realizaron otras 2 preguntas
adicionales para conocer los motivos por los cuales sienten que fueron las causas, arrojando los

siguientes resultados.
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Figura 9 - Respuesta pregunta 3.1

Si tu respuesta es Sl. De la siguiente lista, marca las dificultades que tuviste:

3 respuestas

Desconocimiento del software. ..
Falta de dominio de las herram. ..
Falta de capacidad de ejecucid. ..

3 (100 %)

Desarrollo de las guias de trab... 2 (66,7 %)

El tiempo de trabajo para el de... 2 (66,7 %)
Falta de bibliografia de apoyo...
No contar con estudiante ayud...
Falta de clases presenciales e... 2 (66,7 %)
Inasistencia recurrente a las cl..

practica 7

FUENTE: Creacidn propia.

Figura 10 - Respuesta pregunta 3.2

Si tu respuesta es NO, ;Que te ayudod para la comprension y uso del software educativo del

Curso?.
11 respuestas

Conocimiento del software edu...
Dominio de las herramientas d...
Capacidad de ejecucién acepta...
El desarrollo de las guias de tr...
El tiempo de trabajo para el de...

Bibliografia de apoyo suficiente...

Asistencia regular a las clases...

0,0 25 5,0 7.5 10,0 12,5

FUENTE: Creacion propia.

Analizando cada una de las respuestas entregadas en ambas preguntas, podemos concluir que gran
parte de los problemas para la comprensién y uso del software GeoGebra tiene que ver con el
dominio de ejecucién del software y el tiempo para realizar las guias, este Gltimo punto se
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contradice por parte de los y las estudiantes que no tuvieron problemas, y a su vez, al ser una
actividad curricular que solo posee dos créditos a la semana, gran parte de las actividades y
ejercicios presentados en la guia son de caracter autonomo, por lo que ellos poseen minimo una
semana en la cual pueden distribuir su tiempo para la realizacion de las actividades presentadas y
si existen complicaciones, presentacion de dudas en el siguiente espacio sincronico. En el caso de
la falta de comprension de uso de GeoGebra, durante la clase se realizan diversas actividades en
donde se utilizan las herramientas de GeoGebra, intentando explicar el paso a paso de cada una de
ellas, ademas se realizan preguntas abiertas para saber si poseen dudas, pero son pocos estudiantes
quienes realizan preguntas o participan constantemente en las clases, por lo que no se puede tener

conocimiento de sus dudas ni se pueden resolver las mismas.

Siguiendo la misma linea, se deja un espacio para sugerir otros softwares educativos, permitiendo
un espacio de participacion y preocupacion de los y las estudiantes por proponer soluciones o
aportes a lo que ellos y ellas mismas estan estudiando.

Figura 11 - Respuesta pregunta 4

cQué otros softwares matematicos sugieres para complementar el dominio de los contenidos del
Curso?

5 respuestas

No conozco ofro software matematico que pueda ser usado en este curso.
Maple

No conozco, pero alguno donde sea mas simple escribir texto matematico
Es suficiente con los propuestos en el programa del curso.

Derive, que s uno que aun no domino bien

FUENTE: Creacion propia.

De las pocas personas que respondieron este apartado, podemos ver existe un sesgo de

conformismo con el programa utilizado, viendo respuestas cercanas al desconocimiento de otros
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softwares. También existieron dos programas propuestos para complementar el curso, Derive y

Maple.

Ambos programas presentados se enfocan principalmente en la rama matematica centrada en el
calculo, tanto en derivadas como integrales. Si bien el potencial de Derive es muy alto, debido a
que es un programa para el célculo simbdlico, tiene cierta complejidad si se pretende ingresar
algunos tipos de funciones o incluso si se cometen errores en la escritura algebraica no tan
especializada. Por otro lado, se escoge principalmente GeoGebra ya que su potencial recae
principalmente en la graficacion, permitiendo la visualizacion de diferentes funciones, sus
componentes y valores y el enfoque tedrico propuesto para esta tesina, es decir, la comprension de

un objeto matematico en distintas representaciones.

Otro aspecto importante a comprender del grupo curso, es su opinidn sobre la utilizaciéon y
disposicion de documentos digitales.

Figura 12 - Respuesta pregunta 5

Segun tu criterio, ;Qué tan importante es disponer de documentos digitales, como apoyo para la

comprension de los contenidos de la Actividad Curricular?
14 respuestas

15

10

o — I

FUENTE: Creacion propia.

Como se puede apreciar, la amplia mayoria de estudiantes considera importante disponer de estos
documentos digitales para la comprension de los contenidos tratados en las diferentes instancias de

la A.C. Esto nos brinda una ventana de reconocimiento al trabajo propuesto en esta tesis, validando
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la modalidad de trabajo impresa en los médulos de aprendizaje y permitiendo dejar estos materiales

a disposicion para el acompafiamiento de cursos futuros.

Como ultimo punto de la encuesta, se realizaron preguntas relacionadas a los contenidos a tratar en
la actividad curricular. La primera pregunta de este tema esta relacionada a la satisfaccion que ellos
poseen con la metodologia de trabajo para abordar los contenidos por parte de la profesora y los
ayudantes. El 35,7% de los y las estudiantes se sintié muy satisfecho, el 50% de ellos satisfechos,

en cambio un 14,3% esté insatisfecho sobre como se abordan los contenidos a tratar.

Adicional a esta pregunta, se realizaron 2 preguntas abiertas, una para saber qué cambios
propondria para los y las estudiantes de la actividad curricular; y otra para saber qué aspectos

positivos consideran importantes. Para ambas preguntas respondieron lo siguiente:

Figura 13 - Respuesta pregunta 6.1

Si sientes que los contenidos NO han sido entregados de la mejor manera, ;Queé cambios o
modificaciones propondrias?

4 respuestas

En los aspectos a mejorar serian los Ultimos apuntes que contienen bastante informacion por lo que en
momentos cuesta "seguir el hilo" de la clase (lo que se comprende dado que la clase tiene solo un bloque a la
semana)

Metodologia mas Didactica, ademas, crei que en este ramo tendriamos alguna evaluacion con alguna
construccion manual y en realidad son solo pruebas y talleres, ni siquiera exposiciones o capsulas:(

Que podamos ver a la profesora.

no se hace una clase dinamica

FUENTE: Creacion propia.
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Figura 14 - Respuesta pregunta 6.2

Sisientes que los contenidos han sido abordados de buena manera, ;Qué considerarias como
aspecto central de esa apreciacion?

7 respuestas

En los aspectos a resaltar me gusta y ayuda bastante el que se vaya usando Geogebra constantemente para
explicar el contenido.

el material entregado explica muy bien el contenido, y ayuda que hayan practicas guiadas
Las practicas guiadas

El orden en que vamos avanzando en los contenidos

El desarrollo de problemas en clases.

Las practicas guiadas y gran variedad de ejemplos

La visualizacién de objetos matematicos en algo mas sensible que tedrico

FUENTE: Creacion propia.

Como aspectos negativos para la comprension de la actividad curricular que mayoritariamente
mencionan es el tiempo, ya que si bien la segunda respuesta para esta pregunta habla de la
metodologia de evaluacion del curso, hay tipos de evaluaciones como las de realizar exposiciones,
talleres, etc. implican organizar el tiempo requerido para la realizacion de la clase para la
realizacion, explicacion y organizacion de las evaluaciones, tiempo que es limitado considerando
que solo son 2 horas de clases a la semana. Otro aspecto negativo a mencionar es que consideran
que las clases no son dinamicas, pero como se menciono anteriormente para otra pregunta, también
es responsabilidad de los y las estudiantes del curso, para que pueda existir una clase mas dinamica
debe existir mas participacion de los estudiantes, pero al no poseer participacion de ellos, la clase

se vuelve monotona y pasa a ser una especie de monologo de los profesores a cargo.

Por otro lado, las respuestas positivas sobre como se abordaron los temas son relacionados a las
practicas guiadas y la utilizacion de un software educativo. Una de las respuestas que mas llamo la
atencion, es la mencionada por un(a) de los estudiantes quien considera relevante la visualizacién

del objeto matematico, por medio de su estudio de forma mas tangible que tedrica. Esto genera
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cercania a la comprension del objeto matematico, similar a lo propuesto por Duval en los registros

de representaciones semioticas, detallado en el marco tedrico de esta tesina.

Otro aspecto importante que fue investigado en esta encuesta hace alusion al apoyo brindado por
los ayudantes del ramo, encargados también de la creacion de los mddulos de aprendizaje, tema
central de esta tesina. Los y las estudiantes brindaron las siguientes apreciaciones del trabajo

Ilevado a cabo por los ayudantes.

Figura 15 - Respuesta pregunta 8

Segun tu apreciacion, el apoyo brindado por los ayudantes de la Actividad Curricular ha sido:
14 respuestas

8

FUENTE: Creacién propia.
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Figura 16 - Respuesta pregunta 8.1

Situ apreciacion es mas cercana a una mala experiencia, ;Qué recomendarias a los ayudantes?

3 respuestas

Mas participacion
Quizas no tiene que ver con ellxs, pero hubiera sidoe bueno tener instancias para resolver ejercicios.

Mo es una mala experiencia, pero si siento que casi ni hay experiencia ya que no nos dan un horario ademés

del horario fijo del ramo, entendiendo que este ramo solo tiene 1 vez por semana, s€ que no es su obligacién
pero si seria beneficioso

FUENTE: Creacion propia.

Figura 17 - Respuesta pregunta 8.2

Si tu apreciacion es mas cercana a una buena experiencia, ;Qué sientes que posibilita un buen
ambiente de trabajo en clases?

7 respuestas

El que siempre respondan las dudas y expliquen en profundidad los ejercicios

explican bien, me gusta que aporten harto en la clase

Que tomen el protagonismo por momentos y por su experiencia como alumnos

El apoyo constante de los ayudantes.

La buena comunicacion con los ayudantes y su disposicion a ayudar

la clase fluida

dindmicos, gratos, captan tu atencidn, buenos en general

FUENTE: Creacion propia.

Como podemos notar existe una tendencia a considerar que el apoyo brindado ha sido muy

satisfactorio o satisfactorio, pero también se presentaron respuestas en la casilla de no satisfactorio.
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Para comprender qué es lo que genera esta dualidad de respuestas, revisamos las preguntas que
siguen a continuacion del grafico mismo. Cuando se les pregunta por recomendaciones, dado que
su apreciacion es cercana a una mala experiencia, los y las estudiantes proponen instancias en
donde se puedan resolver ejercicios, mayor participacion de los ayudantes y un horario para dudas,
cercano a la labor empleada por ayudantes en otras asignaturas. Pero todas estas recomendaciones
carecen de sustentabilidad por una Unica razén, y es la participacion del curso en la Actividad
Curricular en general. En instancias de clases sincrénicas existe una baja o nula participacién de
parte del grupo curso, dejando casi sin importancia instancias en donde se podrian resolver mas
ejercicios o se podria brindar un apoyo mas focalizado. Se brinda apoyo y se entrega confianza,
pero la participacion no sube y solo se queda en respuestas como, si se entendi6 o si profe.

El horario externo también es una propuesta que se desmorona por las mismas razones. Se les
propuso a los y las estudiantes que presentaran sus dudas por medio de foro en la plataforma
institucional, pero en todo el tiempo de extension de la A.C., no se ha mostrado ningln interés en
usar este medio. Lo primero que se penso es que no existian dudas referentes a contenidos y por
ello no se utilizaba este medio, pero con el tiempo y las reacciones en clases, cada vez se hace mas
notoria una falta de estudio autbnomo, importante para la comprension de esta A.C. y compromiso
con lamisma, ya que, existiendo solo una clase sincronica a la semana, se busca el estudio personal,

exploracién y resolucion de dudas.

Englobando un todo, la falta de compromiso con la A.C., tanto para trabajar de manera autbnoma,
como para explorar y generar dudas, imposibilita un trabajo fructifero y que pueda amoldarse al

contexto del curso.

Bajo esta mirada siempre surge la duda de como incitar la participacion y realzar el compromiso
de los y las estudiantes. Pero si se abren canales de comunicacion, se busca la participacion en
instancias sincronicas y también se pregunta constantemente por dudas, teniendo siempre
respuestas positivas en cuanto a la comprension de contenidos, es complejo generar lazos y buscar

alguna alternativa para modificar y hacer mas ladica la comprension de contenidos.

Con respecto a la segunda pregunta, que recopila las apreciaciones relacionadas a una buena
experiencia, los y las estudiantes enfocaron sus respuestas a que lo que posibilité un buen ambiente

de trabajo en clases se debia a un buen acompariamiento y disposicion de los ayudantes. Se avald
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la buena comunicacion presente, el apoyo constante, el dinamismo presentado en clases y la fluidez
de clase. Estas opiniones, sensaciones 0 apreciaciones permiten ver que el acompafiamiento es
fructifero y que el disefio del curso por medio de mddulos y acompafiamiento continuo en las

instancias generadas rinde frutos y es agradecido.

Para finalizar esta encuesta, se dejo una respuesta amplia, comprendiendo que el marco utilizado
es de caracter cualitativo, por lo que se insta a responder desde la emocionalidad, desde la
apreciacion o desde la opinion personal e individual. Esta pregunta y sus respuestas son presentadas

a continuacion.

Figura 18 - Respuesta pregunta 9

En esta pregunta puedes agregar comentarios generales sobre la actividad curricular, sobre los
ayudantes o inclusc como sentiste el ambiente, etc.

2 respuestas

En lo posible, a futuro, podria considerarse un aumento de clases. Creo que con dos clases se aprovecharia
mejor el curso.

Como me expresé anteriormente, venia con una expectativa alta en cuanto a variedad de evaluaciones ya que
en el ramo anterior de Geometria fue asi, sin embargo, solo tenemos dos "variedades" pruebas y talleres, lo
cual, pero personalmente siento que como docentes de matematica y como nos ensefian en la UMCE, las
evaluaciones deben ser variadas, no todes les estudiantes tienen las mismas habilidades, entonces es
contradictorio que solo se hagan pruebas y talleres cuando en otros ramos nos invitan a cambiar esto

FUENTE: Creacién propia.

Como podemos notar, al abrir un canal amplio de comentarios, englobando todo lo que ha sido
explorado, es decir, sensaciones, emociones, opiniones para con el curso, la profesora y ayudantes
0 el ambiente de clases, las respuestas son escasas y solo se centran en dos ideas ya comentadas.
Primero en el tiempo reducido de clases de la A.C. que deja con una sensacion de aprovechamiento
escaso del curso. Esto genera varias preguntas sobre el como comprenden los y las estudiantes los
contenidos tratados, ya que podemos suponer que la comprensién de contenidos esta inculcada en
las personas como una accion guiada y acompafada, dejando las instancias autonomas en segundo
plano, lo que nos lleva a cuestionar la propia realidad docente y la educacion actual. En las
universidades pedagogicas, el pilar fundamental es el trabajo autbnomo y complementario entre

docentes, por lo cual ese deberia ser el centro de la ensefianza y la aspiracién de los y las estudiantes
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en toda actividad curricular. Deberia ser enfocado en la reflexion critica a través de la investigacion
propia, competencia propuesta por el sello mismo de la universidad. Esto nos deja una gran tarea
considerando que esa mentalidad inculcada de como se ensefia y como se aprende debe mejorar

con el trabajo docente y estudiantil a la par.

Por otro lado, el segundo comentario retoma nuevamente la discusion sobre la variedad de
evaluaciones de la A.C. y se propone que esta sea ampliada, considerando que como departamento
de matematica se busca siempre diversificar los procesos evaluativos, sea por habilidades de los y
las estudiantes como por las diversas formas de aprender. El problema radica principalmente en la
falta comprension de lo que se busca con los modulos de aprendizaje. Porque se es tan tajante en
este punto, pues porque los modulos buscan un trabajo que alberga diferentes aristas, por un lado,
la comprension de objetos matematicos en distintos registros de representaciones semioticas, como
lo son representaciones del lenguaje natural, representaciones algebraicas y representaciones
geométricas. Al ingresar en los distintos registros podemos notar que, en cuanto al trabajo
algebraico, se entregan herramientas para la demostracion y también para la generalizacion por
medio de férmulas conocidas. Junto con ello el registro de representaciones gréaficas, esta enfocado
en la comprension de los objetos desde la construccion, finalizando en la generalizacion de estos
por medio de formulas y curvas conocidas. En los procesos evaluativos se busca exactamente lo
mismo, de hecho, el primer taller evaluado correspondi6 a preguntas que fueron extraidas de las
diferentes guias de los mddulos presentados en clase con el fin de conocer el compromiso
estudiantil de estudio y resolucién de estas. Los resultados de este estudio son diversos, mostrando
un cimulo de estudiantes que no logran seguir instrucciones y no comprenden los procedimientos,

construcciones matematicas y demostraciones de diferentes formulas involucradas.

Anélisis de los médulos de aprendizaje en clases sincronicas.
Los mddulos de aprendizaje creados fueron puestos a prueba en las clases sincronicas de las A.C.
del Taller de Geometria de curvas y superficies. El recibimiento del material creado brindé varias

reflexiones a considerar.

Primero que todo, los mddulos proponen una modalidad de trabajo que nace desde la descripcion
y explicacion de conceptos tedricos, avanzando en demostraciones si son requeridas, involucrando

practicas guiadas entre descripciones y demostraciones, para finalizar con trabajo individual. Todo

35



el material es anexado a e-virtual para facilitar el estudio personal y autodidacta de todos y todas
las estudiantes. A continuacién, dejamos algunas imagenes de lo descrito al momento de ejecutar

la clase.

Figura 19 - Funciones explicitas e implicitas (parte tedrica)

Se trata de una funcion de dos variables ¥). En ella se asigna un nimero real z, (una altura de la
curva) a cada punto (x,, y,) dellplano OXY glie pertenezca al dominio de la funcién. Como se aprecia

en la Grdfica 2, si forzamos z = 0 obtendremos una funcién "pegada" al plano OXY, es decir, una
funcion de una sola variable que quedaria representada dos dimensiones.

Zo=o

Grafica 2

Observacion: No todas las ecuaciones de dos variables son funciones implicitas. Para determinarlo

FUENTE: S2_Clase Taller Geo Curvas y Superficies.mp4

36



Figura 20 - Funciones explicitas e implicitas (trabajo practico individual, con intervenciones

de la profesora)

Trabajo pra

L] xz

es una funcién implicita.

ctico individual:

o X*+x’y—194=0 ey
o 4x2y—-3y=x3-1
o xy—./3xy2=0

+y2-9=0

tiene una funcién implicita. \/
4. 5x2—y2 —7xy+9x+22y—-6=0
Se agrupan las variables para factorizar.

5x2 —7xy +9x=y*—-22y +6

Dadas las siguientes funciones, determina si son explicitas o implicitas.
3
\_&&*z_\o\ 3) = =X
3 =5
e Aquz,g\sxd - =

De cualquier manera, que se trate de despejar x oy, no se logra expresar la funcién en términos
de una sola variable, es decir tener y de un lado de la igualdad y x del otro lado. Por lo tanto, se

Como se aprecia en |a ecuacion, no se logra establecer la separacion de variables. Por lo tanto,

Tx
24
KoL
Yy-D

e

FUENTE: S2_Clase Taller Geo Curvas y Superficies.mp4

Figura 21 - Funciones explicitas e implicitas (Utilizacion de GeoGebra para visualizar las

practicas guiad

as)

» Vista AlgebraicaX
® f(x) =2x+1
® gy=2x+1

» Vista Grafica

G

Archivo Edicién Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[k [ AL OOl <= <

g

Abrir sesién
S e
X

16 a7 18

FUENTE: S2_Clase Taller Geo Curvas y Superficies.mp4
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Figura 22 - Nucleo de Aprendizajes (Material subido a la plataforma)

@ o (& Mis Cursos ~ 2° semestre 2021 ~ Plan de segundo idioma Minor en transversalidad A ® = Felipe Ignacio Alvarado Bolados o

Niicleo de Aprendizaje N°1: CURVAS PLANAS

1_Descripcion de Curvas en su forma
2_Algunas curvas importantes

3_Funciones de una variable real

4 _Curvas Paramétricas

FUENTE: Plataforma E-virtual UMCE

Los comentarios emanados por el curso se decantaron en dos grupos. Por un lado, quienes
aprovecharon la forma de entregar la informacion y preguntaron si era debido, siguieron
instrucciones y desarrollaron las practicas guiadas y trabajos individuales, y por otro quienes solo
siguieron las explicaciones y no participaron mucho en las clases. Este segundo grupo nos da paso
a preguntarnos nuevamente por las estrategias utilizadas para captar la atencion de los y las
estudiantes, pero también nos hace cuestionar el compromiso de parte de ellos y ellas para con el

Curso.

Como estrategias se proponen varias instancias de participacion, preguntas focalizadas a medida
que se explican los contenidos, practicas en donde ellos y ellas pueden modificar parametros y
cuestionar lo trabajado y trabajos individuales acompafiados por la profesora y los ayudantes, en
donde los y las estudiantes pueden desenvolverse, probando y reforzando los conocimientos

adquiridos.

Aun con esto existe una baja participacion, las preguntas no son respondidas y con base en
preguntas de contenido y de ejercicios propuestos, se intuye la falta resolucién de los ejercicios ni
seguimiento o aprovechamiento de las guias. Esto recae principalmente en la atencién de los y las
estudiantes, en el compromiso con el curso y el animo de trabajar y resolver el material generado.
Si bien en la actualidad existe un modo de ver la educacion en donde él/la docente debe generar
diversas instancias para captar la atencion de los y las estudiantes, este trabajo solo sera validado

si por su parte el grupo estudiantil se compromete a trabajar y generar criticas constructivas que
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permitan modificar las clases, las modalidades de trabajo y en resumen, la forma en que se brindan
los contenidos. Pero en un ambiente en donde la participacion es baja, no se generan instancias de
discusion, no se develan caminos por donde guiar los contenidos y solo se encuentran afirmaciones
comunes como: “si se entendio” o “queda todo claro”. Como estudiantes de la carrera, debemos
considerar como aspecto fundamental el cuestionamiento de nuestra propia practica y concebir la
idea de que la generacion de conocimiento es un trabajo compartido y no una tarea solo de los y

las docentes, como lo estipula una pedagogia tradicional o académica antigua.

Actividades evaluadas y sus aspectos a destacar

Como fue mencionado con anterioridad, se puede intuir una falta de trabajo personal de los y las
estudiantes con respecto a los ejercicios propuestos, generados en los modulos de aprendizaje. Es
por esto que se tomd la decision de generar un control de dos preguntas aleatorias, como

preparacion para una evaluacion posterior y testeo de los conocimientos del curso.

Este control fue compuesto de preguntas de las guias de médulos de aprendizaje, por lo cual, los y
las estudiantes que siguieron las clases y se preocuparon de trabajar las guias en sus tiempos de
estudio, practicamente tendrian resuelta la totalidad de preguntas que pudiesen salir en ese control
o0 por lo bajo, resueltas las dudas con los problemas mas complejos.

El control se desarroll6 mediante la plataforma E-virtual perteneciente a la universidad, como
muestra la siguiente imagen, se evidenciaron una serie de pasos a seguir para el desarrollo del

control y la comprension de este.

Figura 23 - Control de preparacion para prueba n° 1

Control de preparacion para prueba N°1

Estimadas y esti

Este CONTROL estara habilitado desde el 22 de septiembre a las 11:30 horas el 24 de septiembre hasta las 23:30 horas. Tendra un limite de tiempo de 90 mi Cuando Usted empieza su intento, el
contador comenzara a contar y no puede ser pausado.

Antes de comenzar, debe considerar las siguientes indicaciones:

* Asegurese de tener una buena conexion, antes de iniciar el CONTROL.

s Para evitar pérdida de tiempo tenga a su disposicién los elementos que utilice para el desarrollo de la evaluacién (Apuntes, activado GeoGebra, hojas, lapiz, calculadora, etc)
s Este CONTROL seré desarrollado utilizando la plataforma del curso (e-virtual UMCE).

s EI CONTROL es de desarrollo personal y contiene 2 preguntas abiertas donde debe adjuntar el desarrollo en formato PDF.

* Recuerde: El CONTROL estara habilitada desde el 22 de septiembre a las 11:30 horas al 24 de septiembre hasta las 23:30 horas.

* Usted debe terminar su intento antes de que expire. Y entender esta preguntar ;Estd Usted seguro de querer comenzar ahora?

Suerte

Fuente: Plataforma E-virtual UMCE
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En &mbitos generales, este control tuvo respuestas variadas, por lo cual consideraremos tres
resoluciones, una que presenta escasez de conocimiento, poca atencion al enunciado y lo que este
pide; otra que muestra un manejo de conocimiento medio y en el cual falta afinar detalles; por
ualtimo, un trabajo completo, respetando y utilizando todo el contenido, y comentarios emanados
por la profesora y ayudantes en clases. Existe una cuarta categoria que es de quienes poseen el
conocimiento para la resolucion del control, pero que no leen instrucciones o quizas tienen poco
conocimiento de los softwares educativos por lo que, a pesar de contestar bien, lo realizan en

lugares o de formas que no corresponden a lo pedido.

Como ejemplo de los 3 casos, se muestra a continuacion 4 respuestas, comparando el nivel de logro

en cada respuesta con ejemplos concretos.

Figura 24 - Pregunta indagatoria sobre curvas exponenciales

Encuentre la funcién exponencial f(z) = a” cuya gréfica nos presentan. Argumente algebraicamente o con sus palabras la estrategia para

encontrar las férmulas de las funciones.

» Desarrolla el problema en una hoja de GeoGebra y responde la pregunta usando el recuadro de texto.
* Recuerda escribir en el costado derecho superior de la hoja tu NOMBRE - N*SECCION - N® PAGINAS. (En recuadro de texto)
« Exporta la imagen de GeoGebra en un archivo PDF y luego lo sube AQUI.

Fuente: Banco de preguntas de la A.C. Taller de Geometria de Curvas y Superficies, E-virtual UMCE

Debemos recalcar que dentro del banco de preguntas existen preguntas similares con modificacion

en la formula que presentan, pero queremos rescatar lo solicitado por el enunciado.
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Figura 25 - Trabajo escueto sin mayor detalle y fuera de lo solicitado en el enunciado

(5)elevado a (x+1)

Fuente: Respuesta de un estudiante E-virtual UMCE

En esta respuesta podemos visualizar una falta de entendimiento del enunciado, perjudicando el
trabajo en cuanto a una obtencion vaga de informacién. Con este tipo de respuestas no se puede
levantar mucha informacidn, no se sabe si el estudiante logra comprender el trabajo algebraico de
las funciones y utiliza la grafica no como comprobacién o apoyo, sino como respuesta pura
olvidando lo que se le pide.
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Figura 26 - Trabajo con un nivel medio de logro

Se sabe que:a>1

Al sumarle algun valor postivo al exponente, me
di cuenta que la interseccion con el eje y
aumenta, luego teniendo todo lo anterior en
cuenta, y sumandole que los puntos evidentes
que pertenecen a la funciéon son (0,5) y

(-1,1), podemos concluir que la funcion

f(x)= 5*{x+1}

£

o 1

N
w
e
o
(=]

Esta respuesta presenta un desarrollo en formato solicitado en el enunciado, pero no expresa de la
mejor manera el resultado, si bien comenta su estrategia, no anexa un paso a paso que permita
visualizar de mejor manera lo que nos describe. Este tipo de respuestas pueden ser mejoradas

trabajando la argumentacion y comunicacion matematica, aspecto relevante tanto en la resolucion

Fuente: Respuesta de un estudiante E-virtual UMCE

de ejercicios para evaluaciones como para la creacion de material para colegios.
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Figura 27 - Trabajo con nivel de completo de logro

Para encontrar la funcion basta con determinar
el valor de la base a. Para esto, utilizamos la
informacion del punto dado. Como el

punto (-3,8) pertenece a la grafica de f, tenemos

que

fi-3)-8

“==a"-3)=8
<==aN-3)=(1/2)(-3)
==a=1/2

Por lo tanto, la funcion queda descrita de la
forma

flx)=(1/2)"x

Fuente: Respuesta de un estudiante E-virtual UMCE

Esta respuesta corresponde a lo que es considerado como completo, muestra una buena
comprension del enunciado intentando entregar toda la informacion requerida y explicando lo

mejor posible la estrategia de resolucion utilizada.
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Figura 28 - Respuesta que muestra un trabajo fuera de lo solicitado en el enunciado

Fuente: Respuesta de un estudiante E-virtual UMCE
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Figura 29 - Continuacién de la respuesta en una hoja anexa, fuera de lo solicitado en el
enunciado

b pnmi ugar, wmo 2 fonuon & LIeCtlrHe, poceoms
deuie oo >y

Abory, e | graficd  podeimos ver \que pHd. perl el pro
(015) - Qugo ° remphtimes:
5= 3¢
= 13-1°
9= 3.1
9= I 2 pudy ver Qe /3 [inaon s muere
{ uvnidad a [a ;zﬂ«,-(’rdo-
Enbnes la ewagon guedars
7 ) 1ya gue o Se mupve
'-\—/l’n el gf 7/ o lo e,

el ! x.

Fuente: Respuesta de un estudiante E-virtual UMCE

Este tipo de respuestas no pueden ser consideradas como incompletas, pero no sigue una regla
impuesta en el enunciado que es anexar en cuadro de texto su resolucion. Esto puede deberse a
muchas razones, pero consideramos que las principales son un dominio medio de GeoGebra,
considerando que no comprenden cémo escribir en cuadros de texto o no lo hacen por desconocer
la escritura en cuadro de texto de funciones y simbolos matematicos solicitados. Estas razones son
reparables con préctica. GeoGebra como software educativo merecen atencién y experiencia,
explorando todas sus posibilidades y emanando dudas de aspectos que no se entiendan.

A modo general y de resumen, se puede considerar que las respuestas variadas permiten identificar
el camino para encontrar el modo de ensefiar acorde al contexto donde se trabaja, identificando las
falencias y potenciando virtudes. El trabajo, segin lo visto, debe enfocarse en la atencion al
enunciado, el como se pide la informacién y el qué pide la misma. También al momento de trabajar
con estrategias de resolucion, se debe plasmar de mejor manera, pero este es un aspecto que se

gana con la experiencia y la practica, convirtiéndose en uno de los pilares de la matematica.
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Capitulo VI: Conclusiones y Proyeccion

Para concluir este trabajo, se considera relevante centrarse en el analisis de los objetivos especificos
de esta tesina, varios aspectos mencionados a lo largo de este documento, junto con apreciaciones
sobre la creacion de los modulos de aprendizaje como la puesta en préctica de los mismos y el nivel

de logro en las distintas instancias de participacion generadas.

Recordando los inicios de esta tesina, los objetivos especificos han sido ejes centrales para la
ideacion y fabricacion de los modulos de aprendizaje y la manera en que estos son entregados y

evaluados. En estos objetivos se propuso:

o Analizar el programa del curso taller de curvas y superficies, para asi encontrar un tema
especifico donde desarrollar la propuesta didactica.

o Revisar los métodos de ensefianza en modalidad sincronica y asincrénica para el disefio
propuesta didactica.

« Seleccionar de las distintas aplicaciones de uso de TIC en la educacion que sean de caracter
gratuito y de facil acceso, para elaboracion de la propuesta didactica.

o Organizar y planificar en un espacio virtual el material disefiado de la propuesta didactica.

Dentro del analisis del programa de la A.C. del Taller de Geometria de curvas y superficies, se
considerd la Unidad 1 de Curvas, debido al tiempo establecido por el proceso de tesina y a la
posibilidad de poner en préctica el material creado de forma paralela a la construccién de este
documento. También esta unidad nos permitio desarrollar en su totalidad lo estipulado por Duval,
centrandonos en los registros de representaciones semidticas y la importancia de la visualizacion

de los objetos matematicos para la comprension de estos en su totalidad.

Siguiendo con los demds objetivos podemos ver que se cumple con un disefio de propuesta
didactica que integra trabajos sincrénicos y asincrénicos, permitiendo incentivar la participacion y
la responsabilidad compartida en el aprendizaje de los contenidos y el apoyo mutuo para la

comprension de los mismos.

También gracias a una Encuesta Diagndstica, pudimos notar que la utilizacion del Software
GeoGebra, por los y las estudiantes de la A.C. en el afio 2020, fue fructifera y sin mayores

complicaciones, por lo cual se utilizo este mismo para brindar la visualizacion de las curvas y el
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tratamiento de ellas, volviendo a la idea de que la visualizacion es un aspecto fundamental para la

comprension de, en este caso, las curvas y superficies.

Finalizando con lo referente a objetivos, se logra organizar y planificar los contenidos por medio
de la plataforma e-virtual, entregando un espacio en donde encuentren los documentos trabajados,
tengan la posibilidad de hacer preguntas en un foro y se pueda generar espacios evaluativos del

proceso cursado.

Fuera del cumplimiento de los objetivos, se debe mencionar que el trabajo con mdédulos depende
del trabajo compartido entre estudiantes y docentes. Si no existe comunicacion o la comunicacién
es escasa, como sucedid en algunas oportunidades mencionadas en este documento, los modulos
pasan a ser simples guias que pocos revisan y poco se mencionan. La tarea de reparar la brecha de
comunicacion estudiante-docente, también es una labor compartida, porque como pudimos ver en
el apartado resultados y conclusiones, por parte de la profesora y ayudantes se buscaron medios
que facilitaran la comunicacion y se busco generar actividades participativas, pero todo eso queda
en segundo plano si los y las estudiantes no se involucran ni toman importancia de su propio trabajo
dentro de la A.C. y se desligan de su responsabilidad como futuros docentes de cuestionar el estudio

de sus précticas de forma individual y colectiva.

Se espera que en un futuro este modulo de aprendizaje sea utilizado por docentes y estudiantes para
el acompafiamiento de las actividades educativas disefiadas, pudiendo ser una guia en cuanto a la
ensefianza de los contenidos que alberga 0 acompafiamiento, en caso de ser necesarios ejercicios u
otra apreciacion sobre algunos temas. También, fuera de la utilizacion por parte de docentes, puede
ser un muy buen material de apoyo para el estudio autodidacta de los y las estudiantes o un apoyo
en paralelo al estudio que puedan estar desarrollando con su profesor o profesora. En resumen, la
proyeccion a futuro contempla que este documento sea utilizado con el fin de apoyar los
conocimientos de los y las estudiantes, acompafiarlos en su proceso de aprendizaje-ensefianza y
realzar el compromiso de trabajo individual, necesario para generar un trabajo compartido

estudiante-estudiante o estudiante-docente.
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Anexos

Tablas

Tabla 3 - Programa de estudio de 7° basico a 2° medio. PROGRESION DE OBJETIVOS DE APRENDIZAJE.

7° basico

8° basico

1° medio

2° medio

< >XDOMOFE >

omzZz0—0zZzCT

OA6

Utilizar el lenguaje
algebraico para generalizar
relaciones entre nimeros,
para establecer y formular
reglas y propiedades y
construir ecuaciones.

OA®6

Mostrar que comprenden la
operatoria de expresiones
algebraicas:

* representandolas de manera
pictorica y simbdlica

* relacionandolas con el area
de cuadrados, rectangulos y
volimenes de
paralelepipedos

* determinando formas
factorizadas

OA3

Desarrollar los productos
notables de manera concreta,
pictorica y simbolica:

* transformando productos en
sumas y viceversa

* aplicandolos a situaciones
concretas

« completando el cuadrado
del binomio

« utilizandolos en la
reduccion y desarrollo de
expresiones algebraicas

OA3

Mostrar que comprenden la
funcion cuadrética

f(x) =ax?>+bx+c:
(a+0)

* reconociendo la funcién
cuadrética f(x) = ax? en
situaciones de la vida diaria y
otras asignaturas

* representandola en tablas y
graficos de manera manual
y/o con software educativo

* determinando puntos
especiales de su grafica

* seleccionandola como
modelo de situaciones de
cambio cuadratico de otras
asignaturas, en particular de
la oferta y demanda

OA7

Reducir expresiones
algebraicas, reuniendo
términos semejantes para
obtener expresiones de la

OAT7

Mostrar que comprenden la
nocion de funcion por medio
de un cambio lineal:

« utilizando tablas

OA4

Resolver sistemas de
ecuaciones lineales

(2x2) relacionados con
problemas de la vida diaria 'y

OA4

Resolver, de manera concreta,
pictorica y simbdlica o
usando herramientas
tecnoldgicas, ecuaciones
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forma ax + by + cz,

» usando metaforas de

de otras asignaturas,

cuadraticas de la forma:

a,b,c,€ Z maquinas mediante representaciones cax?=b
« estableciendo reglas entre x | graficas y simbolicas, de s(ax+b)?>=c
ey manera manual y/o con cax?+bx =0
* representando de manera software educativo. eax?+ bx =c,
grafica (plano cartesiano, (a,b,c eR,a #0)
diagramas de Venn), de
manera manual y/o con
software educativo

OA38 OA8 OAS5 OAS5

Mostrar que comprenden las
proporciones directas e
inversas: * realizando tablas
de valores para relaciones
proporcionales

» graficando los valores de la
tabla

* explicando las
caracteristicas de la gréafica

* resolviendo problemas de la
vida diaria y de otras
asignaturas.

Modelar situaciones de la
vida diaria y de otras
asignaturas, usando
ecuaciones lineales de la
forma:
e ax=2b>,
X
e —“=p,a#0
a
e ax+b=c
e Z4b=c
a
e ax=b+cx
e a(x+b)=c
e ax+b=cx+d
(a,b,c,d,e € Q)

Graficar relaciones lineales
en dos variables de la forma
f(x,y) = ax + by; por
ejemplo: un haz de rectas
paralelas en el plano
cartesiano, lineas de nivel en
planos inclinados (techo),
propagacioén de olas en el mar
y la formacidn de algunas
capas de rocas:

» creando tablas de valores
con a, b fijoy x, y variable

* representando una ecuacion
lineal dada por medio de un
grafico, de manera manual
y/o con software educativo

* escribiendo la relacion entre
las variables de un gréafico
dado; por ejemplo, variando ¢
en la ecuacion

ax+by=c; ab,c €Q
(decimales hasta la décima)

Mostrar que comprenden la
inversa de una funcion:

» utilizando la metafora de
una maquina

* representandola por medio
de tablas y gréficos, de
manera manual y/o con
software educativo

» utilizando la reflexion de la
funcion representada en el
gréafico en un plano cartesiano
* calculando las inversas en
casos de funciones lineales y
cuadréticas.
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OA9

Modelar y resolver problemas
diversos de la vida diaria y de
otras asignaturas, que
involucran ecuaciones e
inecuaciones lineales de la
forma:

e ax+b=c
X
a=b,cona,byc EN;

a+0
e ax+b<c
ax+b>c
X
—-<b
a
X
a>b,cona,byc EN;

a+0

OA9

Resolver inecuaciones
lineales con coeficientes
racionales en el contexto de
la resolucion de problemas,
por medio de
representaciones graficas,
simbdlicas, de manera
manual y/o con software
educativo.

OA6

Explicar el cambio porcentual
constante en intervalos de
tiempo:

* por medio de situaciones de
la vida real y de otras
asignaturas

* identificandolo con el
interés compuesto

* representandolo de manera
concreta, pictérica 'y
simbdlica, de manera manual
y/o con software educativo

* expresandolo en forma
recursiva

f+D-f@® =a-f(®)

* resolviendo problemas de la
vida diaria y de otras
asignaturas.
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OA 10

Mostrar que comprenden la
funcion afin:

* generalizdndola como la
suma de una constante con
una funcion lineal

» trasladando funciones
lineales en el plano cartesiano
* determinando el cambio
constante de un intervalo a
otro, de manera gréfica y
simbdlica, de manera manual
y/o con software educativo

* relacionandola con el
interés simple

« utilizdndola para resolver
problemas de la vida diaria 'y
de otras asignaturas.

> AMZOME

OA 10

Descubrir relaciones que
involucran angulos exteriores
o interiores de diferentes
poligonos.

OA 11

Desarrollar las férmulas para
encontrar el &rea de
superficies y el volumen de
prismas rectos con diferentes
bases y cilindros:

* estimando de manera
intuitiva area de superficie y
volumen

* desplegando la red de
prismas rectos para encontrar
la formula del &rea de

OA6

Desarrollar la formula de los
valores del area y del
perimetro de sectores y
segmentos circulares
respectivamente, a partir de
angulos centrales de 60°, 90°,
120° y 180°, por medio de
representaciones concretas.

OA7

Desarrollar las formulas del
area de la superficie y del
volumen de la esfera:

* conjeturando la formula

* representando de manera
concreta y simbdlica, de
manera manual y/o con
software educativo

* resolviendo problemas de la
vida diaria y de geometria.
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superficie

* transfiriendo la formula del
volumen de un cubo (base
por altura) en prismas
diversos y cilindros

* aplicando las formulas a la
resolucion de problemas
geomeétricos y de la vida
diaria.

OA 11

Mostrar que comprenden el
circulo:

* describiendo las relaciones
entre el radio, el diametro y el
perimetro del circulo

» estimando de manera
intuitiva el perimetro y el
area de un circulo

» aplicando las
aproximaciones del perimetro
y del &rea en la resolucién de
problemas geométricos de
otras asignaturas y de la vida
diaria.

* identificandolo como lugar
geomeétrico.

OA 12

Explicar, de manera concreta,
pictorica y simbdlica, la
validez del teorema de
Pitagoras y aplicar a la
resolucion de problemas
geométricos y de la vida
cotidiana, de manera manual
y/o con software educativo.

OAT7

Desarrollar las formulas para
encontrar el area de la
superficie y el volumen del
cono:

* desplegando la red del cono
para la formula del area de
superficie

* experimentando de manera
concreta para encontrar la
relacion entre el volumen del
cilindro y el cono

« aplicando las férmulas a la
resolucion de problemas
geométricos y de la vida
diaria.

OA 8

Mostrar que comprenden las
razones trigonomeétricas de
seno, coseno y tangente en
triangulos rectangulos:

* relacionandolas con las
propiedades de la semejanza
y los angulos

* explicandolas de manera
pictdrica y simbdlica, de
manera manual y/o con
software educativo

» aplicandolas para
determinar angulos o medidas
de lados

* resolviendo problemas
geométricos y de otras
asignaturas

FUENTE: Adaptado de MINEDUC. PROGRESION DE OBJETIVOS DE APRENDIZAJE [Archivo PDF].

https://www.curriculumnacional.cl/614/articles-71257 archivo 01.pdf
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https://www.curriculumnacional.cl/614/articles-71257_archivo_01.pdf

Tabla 4 - Programa de estudio de 7° basico a 2° medio. Habilidades.

7° bésico

8° basico

1° medio

2° medio

T > 4 2z M oo M XU T mMm X

k. Elegir y utilizar
representaciones concretas,
pictoricas y simbolicas para
enunciados y situaciones en
contextos diversos (tablas,
graficos, recta numérica,
entre otros)

k. Elegir y utilizar
representaciones concretas,
pictoricas y simbolicas para
enunciados Y situaciones en
contextos diversos (tablas,
gréficos, recta numérica,
entre otros).

|. Elegir o elaborar
representaciones de acuerdo
a las necesidades de la
actividad, identificando sus
limitaciones y validez de
éstas.

I. Elegir o elaborar
representaciones de acuerdo
a las necesidades de la
actividad, identificando sus
limitaciones y validez de
éstas.

I. Relacionar y contrastar
informacion entre distintos
niveles de representacion.

I. Relacionar y contrastar
informacion entre distintos
niveles de representacion.

m. Transitar entre los
distintos niveles de
representacion de funciones.

m. Transitar entre los
distintos niveles de
representacion de funciones.

m. Representar y ejemplificar
utilizando analogias,
metaforas y situaciones
familiares para resolver
problemas.

m. Representar y ejemplificar
utilizando analogias,
metaforas y situaciones
familiares para resolver
problemas

n. Organizar, analizar y hacer
inferencias acerca de
informacion representada en
tablas y graficos.

n. Organizar, analizar y hacer
inferencias acerca de
informacion representada en
tablas y graficos.

0. Representar y ejemplificar
utilizando analogias,
metaforas y situaciones
familiares para resolver
problemas.

0. Representar y ejemplificar
utilizando analogias,
metaforas y situaciones
familiares para resolver
problemas.

FUENTE: Adaptado de MINEDUC. PROGRESION DE OBJETIVOS DE APRENDIZAJE [Archivo PDF].
https://www.curriculumnacional.cl/614/articles-71257_archivo_01.pdf
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Tabla 5 - Programa de estudio de 3° medio - Formacion general.

Unidad 3: Relaciones métricas en geometria

Objetivos de Aprendizaje

OA 4: Resolver problemas de geometria euclidiana que involucran relaciones metricas entre angulos, arcos, cuerdas y secantes en
la circunferencia, de forma manuscrita y con uso de herramientas tecnoldgicas.

OA a. Construir y evaluar estrategias de manera colaborativa al resolver problemas no rutinarios.

OA d. Argumentar, utilizando lenguaje simbdlico y diferentes representaciones para justificar la veracidad o falsedad de una
conjetura, y evaluar el alcance y los limites de los argumentos utilizados.

Actitudes

Aprovechar las herramientas disponibles para aprender y resolver problemas.

Pensar con flexibilidad para reelaborar las propias ideas, puntos de vista y creencias.

FUENTE: Adaptado de MINEDUC (2021). Programa de Estudio Matematica 3° Medio [Archivo PDF].
https://www.curriculumnacional.cl/614/articles-140137_programa_feb 2021 _final_s_disegno.pdf
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Tabla 6 - Programa de estudio de 4° medio - Formacion general

UNIDAD 3

UNIDAD 4

Modelamiento matematico para describir y predecir

Geometria con coordenadas

Objetivos de

Aprendizaje

OA 3. Construir modelos de situaciones o fendémenos de
crecimiento, decrecimiento y periddicos que involucren
funciones potencia de exponente entero y trigonométricas
sen(x) y cos(x), de forma manuscrita, con uso de
herramientas tecnolégicas y promoviendo la busqueda,
seleccidn, contrastacion y verificacion de informacion en
ambientes digitales y redes sociales.

OA 4: Resolver problemas acerca de rectas y circunferencias
en el plano, mediante su representacion analitica, de forma
manuscrita y con uso de herramientas tecnoldgicas.

OA e. Construir modelos, realizando conexiones entre variables
para predecir posibles escenarios de solucion a un problema, y
tomar decisiones fundamentadas.

OA f. Evaluar modelos para estudiar un fendmeno, analizando
criticamente las simplificaciones requeridas y considerando las
limitaciones de aquellos.

Programa de estudio de 3ro y 4to medio, Geometria 3d

OA d. Argumentar, utilizando lenguaje simbolico y diferentes
representaciones, para justificar la veracidad o falsedad de una
conjetura, y evaluar el alcance y los limites de los argumentos
utilizados.

OA e. Construir modelos realizando conexiones entre variables
para predecir posibles escenarios de solucion a un problema, y
tomar decisiones fundamentadas.
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Actitudes

Pensar con conciencia, reconociendo que los errores ofrecen
oportunidades para el aprendizaje.

Actuar responsablemente al gestionar el tiempo para llevar a
cabo eficazmente los proyectos personales, académicos y
laborales.

Aprovechar las herramientas disponibles para aprender y
resolver problemas.

Interesarse por las posibilidades que ofrece la tecnologia para el
desarrollo intelectual, personal y social del individuo.

FUENTE: Adaptado de MINEDUC (2021). Programa de Estudio Matematica 4° Medio [Archivo PDF].

https://www.curriculumnacional.cl/614/articles-140142 programa_feb 2021 final_s_disegno.pdf
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Tabla 7 - Programa de Estudio 3° y 4° - Humanista Cientifico, Geometria 3D

Unidad 1

Unidad 2

Unidad 3

Unidad 4

Representacion vectorial de
situaciones y fenGmenos

Rectas y planos en el espacio

Generacion de cuerpos
utilizando patrones
geométricos

Los objetos con sus caras y
perspectivas

Objetivos de

Aprendizaje

OA 1. Argumentar acerca de
la validez de soluciones a
situaciones que involucren
isometrias y homotecias en el
plano, haciendo uso de
vectores y de representaciones
digitales.

OA 2. Resolver problemas que
involucren puntos, rectas y
planos en el espacio 3D,
haciendo uso de vectores e
incluyendo representaciones
digitales.

OA 4. Formular y verificar
conjeturas acerca de la forma,
area y volumen de figuras 3D
generadas por rotacion o
traslacion de figuras planas en
el espacio, incluyendo el uso
de herramientas tecnoldgicas
digitales.

OA 3. Resolver problemas que
involucren relaciones entre
figuras 3D y 2D en las que
intervengan vistas, cortes,
proyecciones en el plano o la
inscripcion de figuras 3D en
otras figuras tridimensionales.

OA 5. Disefiar propuestas y
resolver problemas
relacionados con perspectiva,
proyeccion paralela y central,
puntos de fuga y elevaciones,
tanto en arte como en
arquitectura, disefio o
construccién, aplicando
conceptos y procedimientos de
la geometria 3D.
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OA a. Construir y evaluar
estrategias de manera
colaborativa al resolver
problemas no rutinarios.

OA g. Elaborar
representaciones, tanto en
forma manual como digital, y
justificar como una misma
informacion puede ser
utilizada segun el tipo de
representacion.

OA b. Resolver problemas
que impliquen variar algunos
parametros en el modelo
utilizado y observar como eso
influye en los resultados
obtenidos.

OA d. Argumentar, utilizando
lenguaje simbdlico y
diferentes representaciones,
para justificar la veracidad o
falsedad de una conjetura, y
evaluar el alcance y los limites
de los argumentos utilizados.

OA g. Elaborar
representaciones, tanto en
forma manual como digital, y
justificar como una misma
informacion puede ser
utilizada segun el tipo de
representacion.

OA a. Construir y evaluar
estrategias de manera
colaborativa al resolver
problemas no rutinarios.

OA g. Elaborar
representaciones, tanto en
forma manual como digital, y
justificar como una misma
informacion puede ser
utilizada segun el tipo de
representacion.

OA a. Construir y evaluar
estrategias de manera
colaborativa al resolver
problemas no rutinarios.

OA g. Elaborar
representaciones, tanto en
forma manual como digital, y
justificar como una misma
informacion puede ser
utilizada segun el tipo de
representacion.
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Actitudes

Aprovechar las herramientas
disponibles para aprender y
resolver problemas.

Trabajar colaborativamente en
la generacion, desarrollo y
gestion de proyectos y la
resolucion de  problemas,
integrando las diferentes ideas
y puntos de vista.

Aprovechar las herramientas
disponibles para aprender y
resolver problemas.

Trabajar colaborativamente en
la generacion, desarrollo y
gestion de proyectos y la
resolucion de  problemas,
integrando las diferentes ideas
y puntos de vista.

Pensar con perseverancia Yy
proactividad para encontrar
soluciones innovadoras a los
problemas.

Aprovechar las herramientas
disponibles para aprender y
resolver problemas.

Pensar con conciencia,
reconociendo que los errores
ofrecen oportunidades para el
aprendizaje.

Trabajar con responsabilidad y
liderazgo en la realizacion de

tareas colaborativas y en
funcion el logro de metas
comunes.

FUENTE: Obtenido de MINEDUC (2021). Programa de Estudio Geometria 3D de 3° y 4° medio Formacion Diferenciada.

https://www.curriculumnacional.cl/614/articles-140147_programa_feb 2021 _final_s_disegno.pdf
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Encuestas

Encuesta diagndstica - Encuesta uso de recursos TIC

26/7/2021

1.

2.

Encuesta uso de recursos TIC

Encuesta uso de recursos TIC

Esta pequefia encuesta esta enfocada en recopilar informacion sobre los dispositivos,
programas y software que fueron utilizados en el curso taller de curvas y superficies. Este
pequeiio formulario nos permitird conocer de mejor manera los dispositivos utilizados y las
complicaciones que pueden haberse presentado en el proceso de estudio de dicho curso,
permitiendo generar un mejor trabajo en la tesis que estamos llevando a cabo.

Se ha registrado el correo del encuestado (null) al enviar este formulario.
*Qbligatorio

Correo *

Considerando clases presenciales, ; Qué dispositivo utilizas para estudiar en casa? *

Selecciona todos los que correspondan.

[ ] Notebook
[ ] Computador de escritorio (PC)

[] Tablet

[ ] smartphone

Otro: D

Considerando clases online ;Qué dispositivo utilizas? *

Selecciona todos los que correspondan.

[ ] Notebook
D Computador de escritorio (PC)

[] Tablet

[] smartphone

Otro: D

https://docs.google.com/formsid/ 101v4Jlwe-8QSE-iIKLUR 1fQgluUbEFpd_nE90RgvOWOgledit 15
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26/712021 Encuesta uso de recursos TIC

4. Eldispositivo que utilizas en clases online y/o para estudiar, ;Qué sistema operativo

tiene? *

Marca solo un dvalo.

() Windows
D Linux
D Mac Os
() Android
C ios
@ Otro:

5. ¢Dispones de internet en tu casa? *

Marca solo un dvalo.

C Dsi
ONO

6. Siturespuesta es Si. ;Qué tipo de Internet dispones?

Selecciona todos los que correspondan.

[ ] Internet hogar
D De otro dispositivo como Smartphone

[ ] Internet facilitada por la universidad (Chip Wom)

Otro: D

7. iEnque regién y comuna te encentrabas al realizar el Curso "Taller de curvas y
superficies"? *

https://docs.google.com/forms/d/ 10 1v4JIwe-8QSE-iKLUR 1iQgluUbEFpd_nES0RgvOWOg/edit
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26/712021 Encuesta uso de recursos TIC

8. Debido al sector donde te encentrabas, jtuviste problemas de Internet? *

Marca solo un dvalo.

( Dsi
@No

Aplicacién y uso de herramientas TIC

9. ;Tuviste problemas con algln software educativo utilizado en las clases del Curso
"Taller de curvas y superficies"? *

Marca solo un dvalo.

sl
C_ONo

10. Siturespuesta es Sl. De la siguiente lista, marca las dificultades que tuviste:
Selecciona todos los que correspondan.

[ ] Desconocimiento del software educativo.

D Falta de dominio de las herramientas del software educativo.

D Falta de capacidad de ejecucion del software educativo en el dispositivo utilizado.
D Desarrollo de las guias de trabajo del curso poco claras.

D El tiempo de trabajo para el desarrollo de las guias no fue suficiente.

D Falta de bibliografia de apoyo para el Curso.

D No contar con estudiante ayudante de apoyo al Curso.

D Falta de clases presenciales en el laboratorio de computacion.

Otro: D

https://docs.google.com/forms/d/ 10 1v4JIwe-8QSE-iKLUR 1iQgluUbEFpd_nES0RgvOWOg/edit 3/5
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26/712021 Encuesta uso de recursos TIC

11.  Siturespuesta es NO, ;Qué te ayudo para la comprension y uso del software
educativeo del Curso?.

Selecciona todos los que correspondan.

D Conocimiento del software educativo.

D Dominio de las herramientas del software educativo.

D Capacidad de ejecucion aceptable del software educativo en el dispositivo utilizado.
D El desarrollo de las guias de trabajo del curso permitié comprender los contenidos.
D El tiempo de trabajo para el desarrollo de las guias fue suficiente.

D Bibliografia de apoyo suficiente para el Curso.

Otro: D

12.  ;Qué otros softwares matematicos sugieres para complementar el dominio de los
contenidos del Curso?

13. Segun tu criterio, ;Qué tan importante es el uso de videos orientadores para la
comprension de contenidos del Curso? *

Marca solo un dvalo.

1 2 3 4

Noimportante ) () () () Muyimportante

https://docs.google.com/forms/d/ 10 1v4JIwe-8QSE-iKLUR 1iQgluUbEFpd_nES0RgvOWOg/edit
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26/712021 Encuesta uso de recursos TIC

14. Segun tu criterio, ;Qué tan importante es disponer de un documento digital
(cuadernillo de practicas) como apoyo para la comprension de los contenidos del
Curso? *

Marca solo un dvalo.

1 2 3 4

Noimportante (_ _ - () Muyimportante

Este contenido no ha sido creado ni aprobado por Google.

Google Formularios

https://docs.google.com/forms/d/ 10 1v4JIwe-8QSE-iKLUR 1iQgluUbEFpd_nES0RgvOWOg/edit

1.1.  Respuestas encuesta diagnostica - Encuesta uso de recursos TIC

66
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26/712021 Encuesta uso de recursos TIC

Encuesta uso de recursos TIC

3 respuestas

Publicar datos de analisis

Considerando clases presenciales, ;Qué dispositivo utilizas para estudiar
en casa?

3 respuestas

Notebook 3 (100 %

AN

Notebook
Recuento: 3

Computador de escritorio
(PC)

Tablet

Smartphone 2 (86,7 %)

Considerando clases online ;Qué dispositivo utilizas?

3 respuestas

Notebook 3 (100 %

Computador de escritorio
(PC)

1(33,3%)

Tablet

Smartphone 2 (66,7 %)

https://docs.google.com/forms/d/101v4Jlwe-8QSE-iIKLUR 1fQgluUbEFpd_nESORgvOWOg/viewanalytics 116

67



26/712021 Encuesta uso de recursos TIC

El dispositivo que utilizas en clases online yfo para estudiar, ;Qué sistema
operativo tiene?

3 respuestas

@ Windows
@ Linux

© Mac Os
@ Android
® i0s

;Dispones de internet en tu casa?

3 respuestas

®si
@ No

https://docs.google.com/forms/d/ 10 1v4dIwe-8QSE-iKLUR 1fQgluUbEFpd_nESORgvOWOghiewanalytics
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26/712021 Encuesta uso de recursos TIC
Si tu respuesta es Si. ;Qué tipo de Internet dispones?

3 respuestas

Internet hogar 2 (66,7 %

De otro dispositivo como
Smartphone

Internet facilitada por la

| o,
universidad (Chip Wom) 1(33,3 %)

:En que region y comuna te encontrabas al realizar el Curso "Taller de curvas y
superficies"?

3 respuestas

Metropolitana, Pudahuel
Regién metropolitana, Quinta normal

Region Metropolitana, La Granja.

Debido al sector donde te encontrabas, jtuviste problemas de Internet?

3 respuestas

@ Si
@ No
https://docs.google.com/forms/d/ 10 1v4dIwe-8QSE-iKLUR 1fQgluUbEFpd_nESORgvOWOghiewanalytics 36
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26/712021 Encuesta uso de recursos TIC

Aplicacion y uso de herramientas TIC

{Tuviste problemas con algun software educativo utilizado en las clases del
Curso "Taller de curvas y superficies"?

3 respuestas

@ sl
@ NO

Si tu respuesta es Sl. De la siguiente lista, marca las dificultades que
tuviste:

2 respuestas

Desconocimiento del soft...[—0 (0 %)

Falta de dominio de las h... —1 (50 %)
Falta de capacidad de €j... —1 (50 %)
Desarrollo de las guias d...|—0 (0 %)

El tiempo de trabajo para... —1 (50 %)

Falta de bibliografiade a...
No contar con estudiante... 2(100 %

Falta de clases presenci... —1 (50 %)

https://docs.google.com/forms/d/ 10 1v4dIwe-8QSE-iKLUR 1fQgluUbEFpd_nESORgvOWOghiewanalytics 416
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26/712021 Encuesta uso de recursos TIC

Si tu respuesta es NO, ;Qué te ayudo para la comprension y uso del
software educativo del Curso?.

1 respuesta

Conocimiento del software

educativo.

Dominiode las

herramientas del softwar...

Capacidad de ejecucion

aceptable del software e...
de trabajo del curso per...

El tiempo de trabajo para el

1(100 %
1(100 %

0 (0 %)

-0 {0 %
desarrollo de las guias fu... © %)
Bibliografia de apoyo |00 %)
suficiente para el Curso.
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

;{Qué otros softwares matematicos sugieres para complementar el dominio de
los contenidos del Curso?

0 respuestas

Auln no hay respuestas para esta pregunta.

Segun tu criterio, ;Qué tan importante es el uso de videos orientadores
para la comprension de contenidos del Curso?

3 respuestas

3 3 (100 %)
2
1
0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %)

0 \ | n

1 2 3

N
https://docs.google.com/forms/d/ 10 1v4dIwe-8QSE-iKLUR 1fQgluUbEFpd_nESORgvOWOghiewanalytics 5/6

71



26/7/2021 Encuesta uso de recursos TIC

Segun tu criterio, ;Qué tan importante es disponer de un documento
digital (cuadernillo de practicas) como apoyo para la comprension de los
contenidos del Curso?

3 respuestas

3 3 (100 %)
2
1
0(0 %) 0(0 %) 0(0 %)
0 v | |
1 2 3

Este contenido no ha sido creado ni aprobado por Google. Notificar uso inadecuado - Términos del Servicio -
Politica de Privacidad

Google Formularios

https://docs.google.com/forms/d/101v4Jiwe-8QSE-iKLUR 1fQgluUbEFpd_nE90ORgvOWOg/iewanalytics
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Encuesta de apreciacion, Taller de Geometria de curvas y superficies

28/9/21 14:58 Encuesta de apreciacion, Taller de Geometria de curvas y superficies

Encuesta de apreciacion, Taller de
Geometria de curvas y superficies

Esta pequena encuesta esta enfocada en recopilar informacion sobre los dispositivos y
software que fueron utilizados en el curso Taller de Geometria de curvas y superficies,
también permite recopilar apreciaciones y comentarios de las clases y material creado. Este
pequeiio formulario nos permitira conocer de mejor manera los dispositivos utilizados y las
apreciaciones personales derivadas del ambiente de clase y el trabajo dentro de la misma.

Se ha registrado el correo del encuestado (null) al enviar este formulario.
*Qbligatorio

1. Correo*

2. ;A que seccion perteneces? *
Marca solo un dvalo.

Seccion 1

Seccioén 2

3. Estas cursando el Taller de Geometria de curvas y superficies por: *
Marca solo un dvalo.

Tra vez

2da vez

Aplicacion y uso de herramientas TIC

https://docs.google.com/forms/d/1YmV9NwIOMDS93LBiJ-HVOQE80iX 14Wt5VJRQiXtNtdw/edit

1/6
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28/9/21 14:58 Encuesta de apreciacion, Taller de Geometria de curvas y superficies

4.  ;Tuviste problemas con el software GeoGebra en las clases del "Taller de Geometria
de curvas y superficies" durante el desarrollo de las practicas individuales? *

Marca solo un évalo.

Sl
NO

5. Siturespuesta es Sl. De la siguiente lista, marca las dificultades que tuviste:

Selecciona todos los que correspondan.

|| Desconocimiento del software educativo.
| Falta de dominio de las herramientas del software educativo.
| Falta de capacidad de ejecucion del software educativo en el dispositivo utilizado.
| Desarrollo de las guias de trabajo del curso poco claras.
| El tiempo de trabajo para el desarrollo de las guias no fue suficiente.
| Falta de bibliografia de apoyo para el Curso.

No contar con estudiante ayudante de apoyo al Curso durante el desarrollo de las
practicas.

Falta de clases presenciales en el laboratorio de computacion.
Inasistencia recurrente a las clases online.
Otro:

https://docs.google.com/forms/d/1YmV9NwIOMDS93LBiJ-HVOQE80iX 14Wt5VJRQiXtNtdw/edit

2/6
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28/9/21 14:58 Encuesta de apreciacion, Taller de Geometria de curvas y superficies

6. Siturespuestaes NO, ;Qué te ayudo para la comprension y uso del software
educativo del Curso?.

Selecciona todos los que correspondan.

| Conocimiento del software educativo.
Dominio de las herramientas del software educativo.
Capacidad de ejecucion aceptable del software educativo en el dispositivo utilizado.
| El desarrollo de las guias de trabajo del curso permitié comprender los contenidos.
El tiempo de trabajo para el desarrollo de las guias fue suficiente.
| Bibliografia de apoyo suficiente para el Curso.
| Asistencia regular a las clases online.

Otro:

7. ;Qué otros softwares matematicos sugieres para complementar el dominio de los
contenidos del Curso?

8. Segun tu criterio, ;Qué tan importante es disponer de documentos digitales, como
apoyo para la comprension de los contenidos de la Actividad Curricular? *

Marca solo un dvalo.

No importante Muy importante

Comprension de los contenidos tratados en clase

https://docs.google.com/forms/d/1YmV9NwIOMDS93LBiJ-HVOQE80iX 14Wt5VJRQiXtNtdw/edit
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9. ;Qué tan satisfecho/a te sientes con la metodologia de trabajo para abordar los
contenidos por parte de la profesora y ayudantes? *

Marca solo un dvalo.

Muy insatisfecho/a Muy satisfecho/a

10. Sisientes que los contenidos NO han sido entregados de la mejor manera, ; Qué
cambios o modificaciones propondrias?

11.  Sisientes que los contenidos han sido abordados de buena manera, ;Qué
considerarias como aspecto central de esa apreciacion?

https://docs.google.com/forms/d/1YmV9NwIOMDS93LBiJ-HVOQE80iX 14Wt5VJRQiXtNtdw/edit
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12.  ;Tuviste problemas externos al momento de ingresar a las clases o para estudiar?
Considera, por ejemplo, fallas de internet o de tu dispositivo de conexion,
problemas personales, etc.

13. Segun tu apreciacion, el apoyo brindado por los ayudantes de la Actividad
Curricular ha sido: *

Marca solo un évalo.

Muy mala Muy buena

14. Situ apreciacion es mas cercana a una mala experiencia, ;Qué recomendarias a los
ayudantes?

https://docs.google.com/forms/d/1YmV9NwIOMDS93LBiJ-HVOQE80iX 14Wt5VJRQiXtNtdw/edit
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15.  Situ apreciacion es mas cercana a una buena experiencia, ;Qué sientes que
posibilita un buen ambiente de trabajo en clases?

16. En esta pregunta puedes agregar comentarios generales sobre la actividad
curricular, sobre los ayudantes o incluso como sentiste el ambiente, etc.

Este contenido no ha sido creado ni aprobado por Google.

https://docs.google.com/forms/d/1YmV9NwIOMDS93LBiJ-HVOQE80iX 14Wt5VJRQiXtNtdw/edit
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1.1 Rotacién de curvas

2 Rosa de 4 pétalos

3 Lemniscata de Bernoulli

4 Curva de Agnesi
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MODULO N°1: DESCRIPCION DE CURVAS EN SU FORMA
1 Descripcion de curvas en su forma

1.1 Descripcion en forma explicita:

Las curvas en forma explicita son las que se pueden expresar como y = f(x), variando x en un
intervalo de la recta numérica real. Los puntos de la curva son de la forma (x, f(x)). Ejemplos bien
conocidos son:

e La funcidén lineal f(x) = ax + b, la cual en su forma explicita se escribe y = ax + b que
corresponde a una recta.

e Lafuncién cuadrética f (x) = ax? + bx + ¢, la cual en su forma explicita se escribe
y = ax? + bx + ¢ que corresponde a una parabola.

e Las funciones trigonométricas; por ejemplo f (x) = sen(x), presentan su forma explicita como

y = sen(x), donde x € [0, 2rt] u otro intervalo.

La forma explicita es la mas conveniente, si se puede disponer de ella, ya que permite calcular los
puntos de la curva con facilidad. Estos puntos son necesarios a efectos de la representacion grafica.
No obstante, para gran cantidad de curvas de interés no disponemos de la forma explicita.

1.2 Descripcion en forma implicita:

Se denomina funcion implicita a aquella funcion dada mediante una expresion en la que la variable
dependiente y, no aparece despejada. Dicho de otra manera, aquella funcién que se expresa mediante

unaigualdad en la forma:

F(e,y)=0
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Graficamente, se puede considerar una funcion implicita como un caso particular de una funcion de
dos variables f (x,y) = z en el que z siempre vale 0. Ver Grdfica 1.

Grdfica 1

Se trata de una funcion de dos variables (x e y). En ella se asigna un nimero real z, (una altura de la
curva) a cada punto (x,,y,) del plano OXY que pertenezca al dominio de la funcién. Como se aprecia
en la Grdfica 2, si forzamos z = 0 obtendremos una funcién "pegada" al plano 0XY, es decir, una
funcién de una sola variable que quedaria representada dos dimensiones.

V4

Xo

Grdfica 2

Observacion: No todas las ecuaciones de dos variables son funciones implicitas. Para determinarlo
podemos usar el teorema de la funcién implicita. Por ahora te basta saber que si el teorema se verifica
en una ecuacion determinada f (x,y) = 0, entonces a partir de ella podras despejar una de las variables
en funcion de la otra, en la forma y = f(x).
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Practica guiada n® 1:
De las siguientes funciones indique si son funciones explicitas o implicitas.

1. 8x2=yx—11y
Primero se despeja alguna de las variables, se escoge y, debido a que es lineal el exponente.

8x% = y(x —11)
Se despeja y.
8x?
x—-10) 7

En esta funcidon se pudo separar la variable y, dejandola a un lado de la igualdad, y x en otro
lado de laigualdad, por lo tanto, es una funcion explicita.

2. y+4xy = 5y?

Se agrupan las variables y se iguala a 0 para encontrar soluciones.
S5y2—y—4xy=0

592 —y(1+4x)=0

Calculamos las soluciones de la ecuacion cuadratica presentada.

(144x) +/(1+4x)2
10

(1+4x)+ (1 +4x)

10
_(I+40)+ (1 +4x) _(1+4x) - (1+4x)
1= 10 Y2 = 10
_2(1+4x) _
Nn=—"45 v Y, =0
1+4x
Yi= 5 v ¥, =0
_1 4x —5
y1_5 5 \ yZ_

Por lo tanto, es una funcién implicita ya que para un valor de x existe mas de una solucién eny.
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3. x2+y2-9=0

Despejamos en y.
y2 =9 x2
Iyl =v9—x2
V=49 —x? % Vo = =9 —x?

Como y tiene mas de una solucién, podemos determinar que la funcion es implicita.

4. 5x2 —y? —Txy+9x+22y—6=0
Se agrupan las variables para factorizar.
5x2+9x —y?2—y(7x—22)—6=10

Para determinar si la curva es una funcion explicita o implicita debemos obtener el
discriminante. Si el discriminante de y es mayor a 0, la funcidn tiene 2 soluciones reales para y.
A= (7x — 22)? — 4(—=1)(-6)

A= 49x? — 308x + 484 — 24
A= 49x? — 308x + 460

Al analizar 49x2? — 308x + 460, notamos que sea cual sea el valor de x, este siempre resultara
en valores mayores que 0. Es decir, existen 2 soluciones reales para y.

Llevando esto a analisis de grafica, podemos interpretar que la funcidn es implicita, ya que
existe un x que presenta 2 imagenes en y.

Trabajo practico individual:

Dadas las siguientes funciones, determina si son explicitas o implicitas.

1. x3+x2y—19y*=0

2. 4x’y—-3y=x3-1

3. xy—/3xy2=0
Y — 3

4, o= 9y

Actividad practica en GeoGebra:
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Instrucciones:
e Para esta actividad necesitamos instalar el programa GeoGebra.

e Paraelloingresa a su pagina oficial www.geogebra.org y busca en descargas GeoGebra Clasico
5. Utilizaremos esta version ya que es mas amigable para trabajar. En cualquier caso, lo
explicado de aqui en adelante servird en la versidon GeoGebra Clasico 5, GeoGebra Clasico 6y
todas sus extensiones.

En el programa, en la barra de Entrada, ingresa las siguientes funciones explicitas e implicitas y
responde las preguntas en un cuadro de texto dentro del programa.

= F(x,y) =y®—xy?+ cosxy— 4
= Gxy) =y~ —9y
= Hx,y)=lx-Ilny+y—x

Ingrese cada funcidon definida anteriormente en GeoGebra en la linea ENTRADA, ipodemos
visualizar las graficas de las funciones mencionadas en el plano cartesiano? En caso de no poder
visualizar las graficas, ¢a qué crees que se debe?

Investiga como visualizar en el plano cartesiano usando GeoGebra las funciones que, al ser
ingresadas, no presentan una grafica directamente.
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2 Algunas curvas importantes: Conicas

Las secciones conicas son las curvas que obtenemos cuando hacemos un corte recto en un cono. Por
ejemplo, si un cono se corta horizontalmente, la seccidn transversal es una circunferencia. Entonces,
una circunferencia es una seccidn conica. Otras formas de cortar un cono producen parabolas, elipses
e hipérbolas. Como lo muestra la figura.

|
|
|
|
Circunferencia :
|

2.1 Circunferencia
DEFINICION: La circunferencia es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal
manera que se conserva siempre a una distancia constante de un punto fijo de ese plano.

El punto fijo se llama centro de la circunferencia, y la distancia constante se llama radio.
La circunferencia cuyo centro es el punto O(h, k) y cuyo radio es la constante r, tiene por ecuacién:

(x=h?+@—-k)?=r?

Es decir, si la circunferencia tiene centro en el origen, la formula seria: x2 + y2 = r?
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3

-3

2.1.1 Ecuacion general de una circunferencia desplazada
La ecuacion general para todas las conicas es:
Ax?+Cy?>+Dx+Ey+F =0
donde Ay C son diferentes de cero.
Para el caso de la circunferencia A = C. Quedando asi:
Ax? +Ay* +Dx+Ey+F =0 6 Cx*+Cy*?+Dx+Ey+F=0
Practica guiada N°1:

Complete el cuadrado hasta que la ecuacion de la circunferencia quede en su forma canonica,
identifique el centro de la circunferencia y su radio.

‘ Ejemplo1l) x2+y2—10x—8y+32=0

x*+y>—-10x—-8y+32=0 Restar 32 a ambos lados de la ecuacién
(x2—10x) + (*>—-8y) = -32 Agrupe los términos
(x> —10x +25) + (y* —8y + 16)
= 324251416 Complete los cuadrados
(x=-52+(y—-4)?%=9 Factorice y sume

De la ecuacién obtenida se tiene que el centro de Ia circunferencia es el punto (5,4) y su radio es 3.
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| Ejemplo2) x?2+y2+4+14x+33=0

x*+y2+14x+33=0 Restar 33 a ambos lados de la ecuacion

(x? +14x) + (y*) = 33 Agrupe los términos

(x* +14x +49) + (%) = -33 +49 Complete los cuadrados
x+7?*+(?%=16 Factorice y sume

De la ecuacién obtenida se tiene que el centro de la circunferencia es el punto (—7,0) y su radio es 4.

2.2 Parabola

DEFINICION: Una parabola es el lugar geométrico de un punto, llamado foco, que se mueve en un plano
de tal manera que su distancia de una recta fija, llamada directriz, situada en el plano, es siempre igual
a su distancia de un punto fijo del plano y que no pertenece a la recta.

El punto fijo se llama foco vy la recta fija directriz de la parabola.

El vértice V de la parabola se encuentra a la mitad entre el focoy la directriz, y el eje de simetria es la
recta que corre por el foco perpendicular a la directriz.

Eje

Parabola
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La ecuacion general es de la forma:

Ax? +Cy?>+Dx+Ey+F =0donde, A=06 C=0
Quedando asi:

Ax?>+Dx+Ey+F=0 parabola con eje vertical

Cy?+Dx+Ey+F=0 parabola con eje horizontal

2.2.1 Parabola con eje vertical

La grafica de la ecuacion: x2 = 4py es una parabola con las siguientes propiedades.

Vértice V(0,0)
Foco F(0,p)
Directrizy = —p

La parabola abre hacia arriba si p > 0 o hacia abajo sip < 0.

y

Pim—p

o F(0.p)

y=—p
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Practica guiada N°2:

Ejemplo 1) Encuentre una ecuacién para la parabola con vértices V(0,0) y foco F(0,2) y trace su
grafica.

SOLUCION Como su foco es F(0,2), se tiene que p = 2. Ycomo p = 2 > 0, la pardbola es abierta
hacia arriba.

A su vez reemplazando se tiene que la directrizes y = —2

Para obtener la ecuacién de la parabola solo debemos reemplazar el valor de p en la formula x? =
4py, quedando asi:

x2 = 4(2)y
x? =8y

Luego solo nos basta con graficar la parabola x> = 8y en GeoGebra, afiadiendo el foco, vértice y la
directriz, quedando asi:
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Ejemplo 2) Encuentre el foco y la directriz de la pardbola —x? — gy = 0y trace su grafica.

SOLUCION: Para hallar el foco y directriz, ponemos la ecuacién dada en la forma x2 = —gy. Al

compararla con la ecuacién general x? = 4py se tiene que:

8 2
4p:——5——>p:—g

Luego reemplazando en las formulas generales para el foco y la directriz se tiene que el foco es

F (0,—%) y ladirectrizes y = g Comop < 0, la parabola abre hacia abajo.

; . 8 ~ g 7ok
Luego solo nos basta con graficar la pardbola —x?2 — Y= 0 en GeoGebra, afadiendo el foco, vértice

y la directriz, quedando asi:

2.2.2 Parabola con eje horizontal

La grafica de la ecuacién: y? = 4px es una parabola con las siguientes propiedades.

Vértice V(0,0)
Foco F(p,0)
Directrizx = —p

La parabola abre hacia derecha sip > 0 o hacia izquierda sip < 0.
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3
=

r=—-p

F(0.p) F(0.p)

Practica guiada N°3:

Ejemplo 3) Encuentre una ecuacién para la parabola con vértices V(0,0) y foco F(3,0) y trace su
grafica.

SOLUCION: Como su foco es F(3,0), se tiene que p = 3. Y como p = 3 > 0, la parabola es abierta a
la derecha.

A su vez reemplazando se tiene que la directriz es x = —3

Para obtener la ecuacién de la parabola solo debemos reemplazar el valor de p en la formula y? =
4px, quedando asi:

y? =4(3)x
y?=12x

Luego solo nos basta con graficar la parabola y? = 12x en GeoGebra, afiadiendo el foco, vértice y la
directriz, quedando asi:
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Ejemplo 4) Encuentre el foco y la directriz de la parabola 6x + y? = 0y trace su grafica usando
GeoGebra.

SOLUCION: Para hallar el foco y directriz, ponemos la ecuacién dada en laforma y2 = —6x. Al
compararla con la ecuacién general y? = 4px se tiene que:

3
4p:—6—>p:—5

Entonces reemplazando en las formulas generales para el foco y la directriz se tiene que el foco es

F (—3,0) y la directrizes x = % Comop < 0, la parabola abre a la izquierda.

Luego solo nos basta con graficar la pardbola 6x + y2 = 0 en GeoGebra, afiadiendo el foco, vértice y
la directriz, quedando asi:

2.3 Elipse
Una elipse es una curva ovalada que se asemeja a una circunferencia alargada. Mas precisamente,
tenemos la siguiente definicion.

Definiciones: Una elipse es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal manera
que la suma de sus distancias a dos puntos fijos (F; y F,) de ese plano es siempre igual a una
constante, mayor que la distancia entre dos puntos. Estos dos puntos fijos son los focos de la elipse.
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(0,0)

(=a,0)

(07 _b)

Para obtener la ecuacién mas sencilla para una elipse, colocamos los focos sobre el eje x en F;(—c,0)
y F,(c, 0) de modo que el origen estd a la mitad entre ellos.

Para mas facilidad hacemos que la suma de las distancias desde un punto en la elipse a los focos sea
2a. Entonces si P(x, y) es cualquier punto en la elipse, tenemos

d(P,F;)+ d(P,F,) = 2a
Formula de distancia:

Jo+0)2+y2+ J(x—c)2+y2=2a

2.3.1 Ecuacion general de la elipse:
La ecuacion general de las conicas es de la forma
Ax? +Cy?+Dx+Ey+F =0

Para el caso de la elipse, A # C y de igual signo.
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2.3.2 Elipse con centro en el origen

x2 2 x2 2
Ecuacién _2+}’_=1 _+}’_=1
a? b2 b?z = a?
a>b>0 a>b>0
Vértices (+a,0) (0,+a)
Eje mayor Horizontal, longitud 2a Vertical, longitud 2a
Eje menor Vertical, longitud 2b Horizontal, longitud 2b
Focos (+¢,0), c? = a? — b? (0,+c), c?2 = a? — b2
= I
Excentricidad =]
a
Gréfica 4
7 ® Ey(0,¢)
1a Fi(—ec.0) Fy(c,0) o
i i —b b
Fi(0,—c)
b [ ]
—a

Practica guiada N°4:

Ejemplo 5) Encuentre los focos de la elipse 16x2 + 9y2 = 144, y trace su grafica usando
GeoGebra.

2 2
SOLUCION: Primero, se debe transformar la ecuacién de la forma % + % =1

16x2 +9y? = 144 Divide entre 144
2 2
.y e Forma normal
9 16

Como 16 > 9, se tiene que la elipse tiene el eje horizontal menor, ademasa = 4yb = 3.
Luego para obtener el foco se tiene que:

2 =q?—bh?
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c?=16-9
le] =7

Pero, como en este caso el valor de c, es el valor de la distancia entre el foco y el centro de la elipse.

Tomaremos el caso para c; = V7.

Entonces los focos son (0, i—xﬁ). Luego debemos graficar cada uno de los datos obtenidos.

Practica guiada N°6:

: " y p x? 2 i
Ejemplo 6) Una elipse tiene la ecuacion: ;+y:: 1. Encuentre los focos, los vértices y las

longitudes de los ejes mayor y menor, y trace la grafica. Y luego Grafique la elipse y cada una de sus
partes utilizando GeoGebra.

SOLUCION: Como el denominador de x2 es mayor, la elipse tiene un eje horizontal mayor.

Tenemos que: a?> = 9y b? = 4, por lo que reemplazando en la férmula para obtener los focos.
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C1=\/§V62:—‘/§

Pero como en este caso el valor de c, es el valor de la distancia entre el foco y el centro de la elipse.

Tomaremos el caso parac; = V5.

Focos (i\/g, 0)
Vértices (£3,0)
Longitud de eje mayor 6
Longitud de eje menor 4

Luego solo nos basta con graficar los datos ya mencionados en GeoGebra.

Practica guiada N°7:

Ejemplo 7)  Los vértices de una elipse son (+4,0) y los focos son (+2,0). Encuentre su ecuacién y
trace la grafica usando GeoGebra.

Solucién: Por la informacién, tenemos que a = 4y el eje mayor es horizontal. Los focos son (+2,0), es
decir, se tiene que ¢ = 2. Para escribir la ecuacion, solo nos falta saber el valor de b.

2 =q? — b2
22=4Z_b2
4 =16 —b?
b%="12
bl = V12

Pero como en este caso el valor de b, es el valor de la distancia del centro de la elipse, a uno de sus

ejes. Tomaremos el caso para b; = V12.
Entonces la ecuacion de la elipse es:
2 2

16+12
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2.4 Hipérbola

Definiciones. Una hipérbola es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal
manera que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano, llamados
focos, es siempre igual a una cantidad constante, positiva y menor que la distancia entre los focos.

P(z,y)

Bi(—c, 0') Fy(c,0)

2.4.1 Ecuacion general de la hipérbola
La ecuacidn general de las cdnicas es de la forma:
Ax?>+Cy?>+Dx+Ey+F =0
Para el caso de la hipérbola, Ay C tienen signos contrarios.

2.4.2 Hipérbola con centro en el origen

x2 y2 yZ x2
Ecuacién ﬁ_b_2=1 a_z_ﬁ=1
(a>0,b>0) (a>0,b>0)

Vértices (+a,0) (0,+a)
Eje Horizontal, longitud 2a Vertical, longitud 2a
transverso

, b a
Asintotas y= iax y=itek
Excentricidad e= g >1
Focos (%c,0), c? = a® + b? | (0,+c), c? = a® + b?
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Practica guiada N°8:

Ejemplo 8) Una hipérbola tiene la ecuacién 9x? — 16y? = 144. Encuentre los vértices, focos y
asintotas, y trace la grafica usando GeoGebra.

SOLUCION: Primero debemos transformar la ecuacion.

9x? — 16y% = 144 Divide entre 144
2 2

*_y =1 Forma canonica
16 9

Como x?2 es positivo, la hipérbola tiene un eje transverso horizontal, es decir, sus vértices y focos
estan en el eje X.
Comoa? = 16 yb? =9, obtenemos a = 4, b = 3. Por lo que podemos obtener el valor de c.

c?=16+9
c?=25
le] =5

c;=5Vc,=-5

Pero, como en este caso el valor de c, es el valor de la distancia entre el focoy el centro de la
hipérbola. Tomaremos el caso para ¢; = 5.

Por lo que tenemos:

Vértices (+4,0)

Focos (£5,0)

; 3
Asintotas y= -_|-Zx
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Después de trazar la caja central y asintotas, completamos el dibujo de la hipérbola.

b -

Trabajo practico individual:

b)
c)
d)

f)
g)
h)

Identifique cada una de las conicas completando cuadrados y cada uno de sus componentes
de las siguientes ecuaciones. Grafique cada una de las ecuaciones y cada uno de sus
componentes usando GeoGebra.

9x% + 16y2 — 144 =0
5x+3y%2=0

1 1 1

oK Fgf—g=0

—4x?2 —4x—-8y+9=0

8x2+ 12y =0

25y2 —9x2—225=10

20x2 +4y2—-5=0
x2—-y2=10(x—y) +1

x? +4y? + 20x — 40y —300 =0

Encuentre ecuaciones para la familia de parabolas con vértice en el origen y con directrices
1

y=zy=lLy=4yy=8

Trace las graficas en GeoGebra. ¢Qué concluye usted?

Use GeoGebra para trazar la mitad superior (la parte en los cuadrantes primero y segundo) de
la familia de elipses x? + ky? = 100 para k = 4, 10, 25 y 50.
¢ Qué tienen en comun los miembros de esta familia de elipses? ; Como difieren?
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VI.

La circunferencia auxiliar de una elipse es la circunferencia con radio igual a la mitad de la
longitud del eje menory centro igual que en la elipse (vea la figura). La circunferencia auxiliar
es entonces la circunferencia maxima que puede caber dentro de una elipse.

a) Encuentre una ecuacién para la circunferencia auxiliar de la elipse x? + 4y? = 16.

Elipse

Las hipérbolas se llaman confocales si tienen los mismos focos.
a) Demuestre que las hipérbolas

ﬁ x

k 16—k

2
= 1 con 0 < k < 16 son confocales.

b) Use GeoGebra para trazar cada una de las hipérbolas para k = 1,4,8y 12. i Cémo cambia
la forma de la gréfica cuando k aumenta?

Una familia de conicas confocales. Las conicas que comparten un foco se llaman confocales.
Considere la familia de cdnicas que tienen un foco en 10, 12 y un vértice en el origen, como se
ve en la figura.

a) Encuentre ecuaciones de dos elipses diferentes que tengan estas propiedades.

b) Encuentre ecuaciones de dos hipérbolas diferentes que tengan estas propiedades.

c) Explique por qué sdlo una pardbola satisface estas propiedades. Encuentre su ecuacion.

d) Trace las conicas que encontrd en los incisos (a), (b) y (c) en los mismos ejes de coordenadas
(para las hipérbolas, trace sdlo las ramas superiores).

e) ¢Como estan relacionadas las elipses e hipérbolas con la parabola?
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2.5 Excentricidad en las conicas
Las conicas se pueden definir en términos de uno de sus focos, de una recta llamada directriz
y un nimero llamado excentricidad.

Definicion: Una cdnica es el lugar geométrico de todos los puntos P de un plano tales que la
razon entre la distancia de P a un punto fijo F y de P a una recta fija D, es constante.

El punto fijo F se llama foco de la cdnica, la recta D es la directriz asociada al foco F, y la
razdn constante se denomina excentricidad de la conica y se denota por e.

Luego, una cdnica es el conjunto de todos los puntos P del plano, tales que:

distancia (P, F)
distancia (P,D)

e

Reemplazando esto tenemos que:
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2.5.1 Excentricidad dependiendo de la conica

Circunferencia e=0
Elipse 0<e<l1
Parabola e=
Hipérbola e>1

Trabajo practico individual:
I.  Hallar la ecuacion de la cénica con los siguientes datos:
a) Vértices (0,4) y (0, —4); Excentricidad = %
b) Vértices (1,1) y (7,1); Excentricidad = §
c) Focos (0, £2); Excentricidad = §
d) Vértices (—1,—3)y (—1,5); Excentricidad = %
e) Vértices (3,4) y (3, —2); Excentricidad = 2

Il.  Una elipse tiene su centro en el origen, y su eje mayor coincide con el eje Y. Si uno de los focos

1
es el punto (0,3) y la excentricidad es igual a > Hallar las coordenadas del otro foco, el otro

vértice, las longitudes de sus ejes mayor y menor, y la ecuacion de la elipse.

. Hallar la ecuacion y la excentricidad de la elipse que tiene su centro en el origen, uno de sus

vértices en el punto (0, —7) y pasa por el punto (\/g, %)
IV.  Demostrar que la circunferencia es un caso particular de la elipse cuya excentricidad vale cero.

V.  Sik esun numero positivo, demostrar que la ecuacién 3x2 + 4y? = k representa una familia

) ) . ) 1
de elipses cada una de las cuales tiene una excentricidad igual a >

VI.  Una hipérbola tiene su centro en el origen y su eje transverso sobre el eje X (eje perteneciente

V6
a los vértices). Hallar su ecuacion sabiendo que su excentricidad es g y que la curva pasa por

el punto (2,1).
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VIl.  El centro de una hipérbola esta en el origen, y su eje transverso esta sobre el eje Y. Si un foco

es el punto (0, 5) y la excentricidad es igual a 3.

VIIl.  Demostrar que la excentricidad de toda hipérbola equilatera es igual a \/E
Nota:

Hipérbola equilatera:
Consideremos la ecuacion de la hipérbola de la forma

2 2
x
- =1

a? b2

Se define la hipérbola equilatera como un caso especial de la hipérbola en donde a = b,

quedando asi:
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3 Representacion grafica de funciones de una variable real

Como vimos en el anteriormente, podemos representar de manera grafica diferentes curvas,
identificando su forma explicita o en otros casos con su forma implicita. Fuera de lo convencional, en
el mundo de la geometria y de la matematica, no solo encontramos curvas que representan conicas,
también podemos recurrir a los graficos para comprender otras curvas como: polinémicas, racionales,
logaritmicas, trigonométricas, exponenciales, etc. En resumen, toda funcidn que involucre 2 variables
siempre puede ser graficada y el grafico nos permitira comprender su estructura y discernir si los
resultados calculados coinciden con el comportamiento de la curva.

3.1 Funciones polinémicas
Una funcion polinomial de grado n es una funcién de la forma:

P(x) = a,x™+ a1 x" +...+a,x + a,
donde 1 es un entero no negativoy a,, = 0.

Los nimeros Qg, A4, Ay, ..., A, se llaman coeficientes del polinomio. El nimero a, es el coeficiente o
término constantes.

El nimero a,, es el coeficiente de la mayor potencia, es el coeficiente principal y el término anxn es
el término principal.

Con frecuencia nos referimos a funciones polinomiales simplemente como polinomios. El siguiente
polinomio tiene grado 5, coeficiente principal 3 y término constante —6.

Coeficiente  Grado §

incioal 3 Término constante—6
princip:

W+t -2+ +Tx -6
Término principal 3x°

Coeficientes 3, 6, =2, 1,7 y =6

Para graficar los diferentes polinomios, debemos considerar si estos pueden ser expresados de forma
explicita o de forma implicita.

Algunos ejemplos de polinomios de forma explicita:

e x2—y=0 = Va2

e x*—y+5=0 = y=x3+5
o ¥} +2x3+4x+y—-10=0> y=—-x3—-2x>—4x+10
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Como hemos podido estudiar en los temas anteriores, estas ecuaciones podemos ingresarlas de
manera directa al graficador GeoGebra, anotando en la ENTRADA la ecuacién de la formay = f(x).

Algunos ejemplos de polinomios de forma implicita:
o F(x,y)=x+y>—2y+7
o F(x,y)=x*+y%—-1
o F(x,y)=x3+x—2y2+7

3.2 Funciones Racionales

Una funcién racional es una funcién de la forma:

L :
r(x =00 con Q(x) #

donde P y Q son funciones polinomiales. Suponemos que P (x) y @ (x) no tienen factor en comun.
Aun cuando las funciones racionales se construyen a partir de polinomios, sus graficas tienen un
aspecto muy diferente del de las graficas de funciones polinomiales.

Para hacernos una idea del grafico de una funcidn racional, debemos tener en cuenta lo aprendido
en cursos pasados sobre estas funciones. A modo de recordatorio, debemos tener presente:

1. El dominio de una funcidn racional esta formado por todos los nimeros reales x excepto aquellos
para los cuales el denominador es cero

2. larectax = a esuna asintota vertical de la funcién y = f (x) si y se aproxima al infinito

positivo o negativo cuando x se aproxima a a por la derecha o por la izquierda. (Ver Imagen N°1)

YA

L =

I
|
|
|
al X a X
|
|
|

\
|
[
I
\.\' a } X
|
|
| | |
y —> oo cuando x = a’ y—oocuandox =>a  y—>—oocuandox— a y— —oocuando x — a

Imagen N°1, Precélculo, Matematica para el calculo 6ta edicién (pag.279)
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3.

La rectay = b es una asintota horizontal de la funcién y = f(x) sila curva y se aproxima a
b cuando x se aproxima al infinito positivo o negativo.

\x

y — b cuando x = o0 y — b cuando x — —o0

Imagen N°2, Precélculo, Matematica para el calculo 6ta edicién (pag.279)

Para calcular las asintotas basta con conocer las caracteristicas de los polinomios, tanto del numerador
como del denominador.

Si el coeficiente principal del denominador es mayor que el coeficiente principal del
numerador, la funcidn racional posee una asintota horizontal y esta se calcula como:

Coeficiente principal del numerador
Coeficiente principal del denominador

Las asintotas verticales se calculan mediante los ceros del denominador. Esto se debe a que la
funcidn no esta determinada en los valores de x que generan ceros en el denominador de una
fraccion.

Para comprender el calculo de los puntos de interseccion de las funciones racionales y el valor de sus
asintotas, consideramos el siguiente ejemplo:

( x?—3x—4

X)) = ——mm

A 2x2 + 4x

1) Primero factorizamos la funcién racional
_(x+D(x—4)
T 2x(x +2)
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2) Luego determinamos los puntos de interseccion en el eje x, igualando la funcion a 0

x+1D(x—-4)
T 2x(x+2)
x+1)=0 v (x—4)=0
x=—-1 V x=4

Por lo tanto, la funcidn interseca al eje X en los puntos (—1,0) y (4,0)
3) Para determinar los puntos de interseccién con el eje y, calculamos f(0)

En este caso, la funcidn no esta determinada para f(0), ya que si reemplazamos los valores la fraccién
se indetermina por la presencia de un valor 0 en el denominador.

4) Para calcular las asintotas verticales, consideramos los ceros del denominador.

2x(x+2)=0
2x=0 V (x+2)=0
x=0 V x=-2

Por lo tanto, la funcion presenta 2 asintotas verticales, una en la recta x = 0 y la otra en la recta
x=-2

La curva se acercara por laderechay por la izquierdade cada una de estas asintotas, determinando
el comportamiento de la curva, asi:

Cuando x — -2~ —2* 0~ 0*

El signo de o - v ¥ s
e+ D —4) == =) ) HE)
= TG+ ) =10k () )

Entoncesy — () —0oo +co0 —0o0

Tabla N°1, Creacion propia

5) El procedimiento para calcular las asintotas horizontales consiste en conocer la relacion de los
coeficientes mayores del numerador y del denominador.

Coeficiente principal del numerador 1

Coeficiente principal del denominador ~ 2

; S ; 5 ; 1
Con esta informacion podemos notar que existe una asintota horizontal en larecta y = >
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Con los datos recolectados, podemos estimar el comportamiento de la curva, asumiendo que la curva
toma una trayectoria con direccion al + oo cuando se acerca por la izquierda de la asintota x = =2y
toma una trayectoria hacia —oo al acercarse por la derecha la misma asintota.

También, la curva considera una trayectoria hacia +oco cuando se acerca por la izquierda de la asintota
x = 0y toma valores hacia el —oo cuando se acerca por la derecha de dicha asintota

Si graficamos obtenemos:

o

N

Para culminar el trabajo de estas funciones, utilizaremos el graficador GeoGebra. Con el podemos
visualizar de manera rapida las funciones racionales, ya que estas, cominmente, vienen expresadas
de laformay = f(x).

Trabajo practico individual:

2
1. En GeoGebra, escribir en ENTRADA la funcién racional r(x) = = Luego grafica sus asintotas.

3x=5
x+2

2. Repetir lo anterior para: S(x) =

En pocas ocasiones encontraremos funciones racionales de forma implicita, y estudiarlas nos mostraran
una mayor gama de posibilidades de graficar cualquier situacion que se nos presente.

3. Ahora en GeoGebra, escribir en ENTRADA las siguientes funciones racionales, utilizando sintaxis

Curvalmplicita.
_ (?+y?-1)
o F(x,y)= D)
x3+y?
e F(x,y)= Pt
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3.3 Funciones Exponenciales

La funcion exponencial con base a esta definida en todos los nimeros reales X por:
f@x) =a”

dondea > 0ya # 1.

Esta funcion tiene dominio en Ry rango en el intervalo (0, ). La rectay = 0 (eje x) es una
asintota horizontal de f. La gréfica de f tiene una de las siguientes formas:

4 y
0, 1)
0,1)
0] x 0 X
f(x) = a" paraa > 1 flx)=a'para0 <a <1

Imagen N°4 Precalculo, Matematica para el calculo 6ta edicion (pag.304)

Desde esta funcion en adelante, nos encontraremos con mayor cantidad de ejemplos de funciones
implicitas. Esto se debe a la utilidad de estudiar con mas detalle estas funciones en cursos superiores,
donde se abordan derivadas y derivadas implicitas. Lo que no quiere decir que las funciones anteriores
no se utilicen en calculos de derivadas, pero dichas funciones son mas simples y dan pie a la
introduccion del trabajo mismo.

Trabajo practico individual:

(A) Funciones exponenciales explicitas: Para reconocer a través de su grafica distintas funciones
exponenciales, ingresemos en un mismo plano de GeoGebra las siguientes funciones e
identifiquemos cada grafica con la férmula usando la opcion “texto”:

e g(x)=1+2"%
o h(x)=—-e*+2

e k(x)=2*1 — 5«x
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(B) Funciones exponenciales implicitas: Al igual que el ejemplo anterior, para comprender lo que
sucede con funciones mas complejas encontradas de manera implicita, utilizamos Curvalmplicita
en GeoGebra y graficamos:

o F(x,y)=e V" —xy—2
e G(x,y)=e*y—y?+4
3.4 Funcion logaritmica

Sea a un nimero positivo con @ # 1. La funcién logaritmica con base adenotada por log,esta
definida por:

loga(x)=y & a’=x
Por lo tanto, log,x es el exponente al cual la base a debe ser elevada para obtener x.
Trabajo practico individual:

(A) Funciones logaritmicas explicitas: A modo de ejercitacion, grafique en GeoGebra las siguientes
funciones logaritmicas:

e y=log;(1 — x?)
o f(x) =log,(x)

o h(x)=Ilnx+In(2- x)

(B) Funciones logaritmicas implicitas: Para comprender el comportamiento de las funciones
polindmicas implicitas, graficamos en GeoGebra con la sintaxis Curvalmplicita, los siguientes
ejemplos:

® F(X.}’) = lngy(zx - )’2)
e G(x,y)=Iny(x — y)

e H(x,y) =log,y(y +5)
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3.5 Funciones trigonométricas

Antes de estudiar las funciones trigonométricas, primero debemos explorar la circunferencia unitaria.
Dicha circunferencia se define como una circunferencia de radio 1 centrada en el origen, en el plano

Xy. Su funcién esta definida por:
%t % = 4
Para demostrar que, un punto Pesta ubicado en la circunferencia unitaria, basta con comprobar que
iz ; b . V3 V6
sus coordenadas cumplen con la ecuacidn de una circunferencia unitaria. Por ejemplo P < 3) ¢
encuentra en la circunferencia unitaria ya que:

2 2
3\ (VeY 3. 6_
3 3) 9 9
Ahora, supongamos que t es un numero real. Marquemos una distancia t a lo largo de la circunferencia

unitaria, empezando en el punto (1,0) y moviéndonos en direccién contraria a las manecillas del reloj
si t es positivo y en sentido de las manecillas del reloj si t es negativo.

De esta forma llegamos al punto P(x,y) en la circunferencia. El punto P(x, y)obtenido en esta forma
se llama punto terminal determinado por el nimero real t.

Prxy) t>0

t<o0

P(x.y)

Imagen N°5 Creacién propia

La circunferencia unitaria es C = 2. Entonces, si un punto inicia en (1,0) y se mueve en sentido
contrario al giro de las manecillas de un reloj, en toda la vuelta de la circunferencia unitaria, y regresa

a (1,0), recorre una distancia de 27. Entonces podemos observar que para recorrer alrededor del

. . . . 1 .
semicirculo ha obtenido una distancia de 5(27[) =T , y para recorrer un cuarto del circulo ha

1
obtenido una distancia de 3 @2n) = ;—r :
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Observe la siguiente imagen donde se representa el recorrido descrito en cada caso.

y y

PO, 1) =

PN
LA &

Imagen N°6 Precélculo, Matematica para el calculo 6ta edicion (pag.371)

N
A AL

PO, -1)

V.
D
%
N

3.5.1 Graficas de funciones seno y coseno

Se relacionaran las funciones senoy coseno directamente con los valores en donde oscila t. Como vimos
con anterioridad, la circunferencia unitaria tiene un periodo de 2m, que nos permite en palabras
simples, dar la vuelta completa a la circunferencia. Asi el punto P(x, y) terminal, determinado por el
numero real t es el mismo que el punto P(x, y) determinado por el nimero real t + 2m. Por lo tanto:

sen(t + 2nm) = sent para cualquier enteron
cos(t + 2nm) =cost para cualquier enteron

Entonces las funciones seno y coseno repiten sus valores en cualquier intervalo de longitud 27T.
Para trazar sus graficas, graficaremos primero un periodo, es decir, determinamos pares ordenados

sobre el intervalo 0 < t < 27 completando una tabla de valores (Tabla N°2), para luego trazar la

grafica (imagen N°7).

I3 sen [ cos

B ™

0> | 01 =0

m

s—=7 | 120 | 051
3w

W= 00— -1|—-1—=0
2

3

%—-h —1=0 | 01

Tabla N°2, Precalculo, Matemaética para el calculo 6ta edicién (pag.387)
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(cos t,. sen 1,

B o ik eal o/ || | y =sent

Imagen N°7 Precélculo, Matematica para el calculo 6ta edicion (pag.387)

Para trazar las graficas en forma mas precisa, podemos encontrar otros pocos valores de sent y cos t:

7 o ™ ™ ™ 27 S T 4 3w Sw 17 5
6 3 2 3 6 o 6 3 2 3 6 |
1 /3 V3 1 1 V3 V3 1
sent [ 0 - — 1 e = 0 = T— =1 Fr— = 0
2 2 2 2 2 2 2 2
V3 1 1 V3 V3 1 1 V3
cost | 1 — - 0 |—=|-——]|-1]|-—— - 0 - — 1
2 2 2 2 2 2 2 2

Tabla N°3, Precélculo, Matematica para el calculo 6ta edicién (pag.387)

A continuacion, usamos esta informacion para graficar las funciones senty cost parat entre 0y 2w
en las Figuras 2 y 3. Estas son las graficas de un periodo. Usando el dato de que estas funciones son
periddicas con periodo 27, obtenemos sus graficas completas al continuar la misma configuracion a la
izquierda y a la derecha en cada intervalo sucesivo de longitud 2m. La grafica de la funcion seno es
simétrica con respecto al origen. Esto es como se esperaba, porque la funcidn seno es una funcién
impar. Como la funcién coseno es una funcidn par, su grafica es simétrica con respecto al eje y.

y =sent

0 iT'_JrM_'nWT t - 0 Un 37\/7 t
—1+612 1% ~14
7 2w
3 3 .
Un perfodode y = sent Femady 2

O0=t=2r
Imagen N°9, Precélculo, Matematica para el calculo 6ta edicién (pag.388)
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y=cost
| /\ , /-\
T 27 3T 4 t

5 T 0
= & 2
Un periodode y = cos ¢ Perolen,
O0sts=2

Imagen N°10, Precalculo, Matematica para el calculo 6ta edicion (pag.388)

3.5.2 Transformaciones de funciones seno y coseno.

A continuacion, consideramos graficas de funciones que son transformaciones de las funciones seno y
coseno. Es tradicional usar la letra x para denotar la variable del dominio de una funcidn. Por lo tanto,
de aqui en adelante usamos la letra X y escribimos y = senx, y =cosx, y =tanx y asi
sucesivamente para denotar estas funciones.

Practica Guiada N°1

Sigue las siguientes indicaciones para comprender las diferentes transformaciones de las funciones
seno y coseno:
e En GeoGebra grafica la funcién y = cos x
e Crea un deslizador en GeoGebra, esta herramienta la encontraras en la parte superior, en la
barra de herramientas por defecto.
e Nombra al deslizador con la letra a, representara los valores numéricos y con un minimo de 0,
maximo de 5 e incremento de 0,1
e Ahora grafica una nueva funciéon y = a * cos x
e Para finalizar mueve el deslizador y observa como intervienen los valores de a en la grafica.

e Repite los mismos pasos para una funcién y = sen x

Como vimos en la circunferencia unitaria, las funciones seno y coseno tienen periodos de 2m, por lo
tanto, para las siguientes formulas:

y = a * sen(kx) y = a * cos(kx) k>0
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Necesariamente kx debe variar entre 0y 2w para completar el periodo de las funciones seno y coseno.

En otras palabras, 0 < kx < 2mo0 <x < 27" Entonces en las funciones seno y coseno, x varia entre
21

Oy =

Estas curvas son conocidas como curvas sinusoidales y cosenoidales, que de forma colectiva se agrupan

en curvas sinusoidales.

Practica guiada N°2

Aqui, veremos como afectan los diferentes valores de k en las funciones seno y coseno.

e Primero debemos graficar ambas curvas sin intervencion. Ingresa en GeoGebra las funciones
Yy =Senx,y = COSX.

e Ahora genera 2 deslizadores, uno llamado a y otro k. Estos deslizadores deben tener las mismas
caracteristicas: ser numéricos, de minimo 0 y maximo 2 con incremento de 0.1.

e Ahora grafica nuevas curvas, multiplicando a y k donde corresponda. (Para ello revisa
nuevamente la forma de las funciones seno y coseno, que involucran estos valores)

e Juega con los deslizadores y observa las graficas que resultan. ¢Qué puedes decir al variar el
valor k y la grafica de las funciones?, ¢ Qué pasa cuando este aumenta o disminuye?

e Para finalizar, reflexiona con respecto a las siguientes preguntas: ¢Qué pasa con la funcion
cuando a es negativo y k positivo o viceversa? ¢ Qué sucede con las graficas cuando ambos son
negativos? ¢Como podemos generalizar estas reflexiones y conclusiones, de tal manera que
podamos demostrar su comprension?

Otra transformacion que podemos realizar a las curvas de seno y coseno es referente a su
desplazamiento en la grafica. Como ya sabemos, los desplazamientos se pueden reducir a
desplazamientos verticales y horizontales. Para visualizar estos desplazamientos, replica los siguientes
pasos en GeoGebra:

Practica guiada N°3:

e Grafica una funcion seno y una funcion coseno sin ningtin valor que las afecte.

e Genera un deslizador ¢, numérico y selecciona a tu parecer los minimos y maximos

e Luego grafica una funciony = ¢ + sen x

e :Qué puedes ver en la grafica? ¢ Qué sucede cuando c es negativo?

e Para encontrar el otro desplazamiento, genera un deslizador k numérico con valores que te
acomoden.

e Grafica una funcidn incorporando este deslizador k en donde consideres que actuara como
desplazador de la funcion.
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e :Qué accidn genera k sobre la funcidon? ¢ Qué pasa cuando k es negativo? ¢Qué conclusiones
generales podemos sacar de esto?

A modo de resumen de lo visto en las distintas practicas guiadas, te dejamos el siguiente resumen, que
contiene valiosa informacion y algunas generalidades para cada una de las trasformaciones.

Curvas de seno y coseno
Las curvas sinusoidales y cosenoidales

y = a*sen(k(x — b)) y y = a*cos(k(x —b)) (k>0)

2
Tienen amplitud |a|, periodo ?ﬂ, y desface b

Un intervalo apropiado sobre el cual graficar un periodo completo es [b,b + (27”)]

Actividad practica en GeoGebra:

1. Dadas las siguientes funciones, determine es polindmica, racional, logaritmica, exponencial o
trigonométrica, también determine las intersecciones con el eje x, con el eje y y las asintotas si
es que las presenta:

) 6x
k f(x) = X242
i. gx)=x*—x?—-2x+2
i.  h(x) = 10% — 5%
. k() =2%—5
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2. Determine la ecuacion de la recta que pasa por los puntos Dy C.

3. Encuentre la funcién exponencial f (x) = a* cuya grafica nos presentan. Argumente
algebraicamente o con sus palabras la estrategia para encontrar las férmulas de las funciones.
a)
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4, Compare las funciones f(x) = x3y g(x) = 3%, siguiendo las indicaciones:
a. Evaltaambas paralosvaloresx =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,15,y 20.
b. Trace las graficas de f y g en el mismo conjunto de ejes.
c. Determine que funcion crece con mayor rapidez y si existe interseccion en las graficas

5. Estudio complementario sobre la grafica de las funciones estudiadas:
a. Investigue que condiciones determinan una asintota diagonal en una funcion racional.
b. Investigue sila presencia de esta asintota impide la aparicion de asintotas horizontales
y/o verticales.
c. Busque un ejemplo de funcion racional que presente una asintota diagonal, mencione
su forma algebraica y grafique usando GeoGebra.
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MODULO DE APRENDIZAJE N°2: CURVAS PLANAS

4 Curvas planas y Ecuaciones paramétricas

En los mddulos anteriores trabajamos el concepto de curva mediante funciones de variable real,
coordenadas polares, entre otros. En esta seccion definiremos como se obtiene una curva mediante
ecuaciones paramétricas. Para ello tenemos la siguiente definicion:

4.1 Ecuaciones paramétricas

Definicion: Si f y g son funciones definidas sobre un intervalo I, entonces el conjunto de puntos
(f(©),g(1)) es una curva plana. Las ecuaciones

x = f(t) y=g@
donde t € I, son ecuaciones paramétricas para la curva, con parametro t.

4.2 Trazar una ecuacion paramétrica en GeoGebra

Practica guiada n°1: Trace la curva definida por las ecuaciones paramétricas:

%=12—i y=t—1

Solucion en GeoGebra:
Para todo valor de t, obtenemos un punto sobre la curva. Por ejemplo, sit = 0, entoncesx =0 e

y = —1, de modo que el punto correspondiente es (0, —1).

Para encontrar mas puntos de esta curva, podemos generar una tabla. Con los valores que esta tabla

nos arroja, podemos graficar la curva.
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Para todo este proceso recurriremos al graficador gratuito GeoGebra.
1. En GeoGebra, seleccionamos la pestafia llamada Vista, como muestra la siguiente figura.

Archivo Edita [Vista] Opciones Herramientas Ventana Ayuda

& A . Vista Algebraica Ctri+Mayis+A
‘4 ® | 1" Hoja de Caiculo Ctri+Mayus+S
» Vista Algebr I+ Célculo Simbéiico (CAS) Ctri+Mayis+K
# Vista Gréfica Ctri+Mayis+1
# Vista Gréfica 2 Ctri+Mayus+2
& Vista Gréfica 3D Cri+Mayis+3
= Protocolo de Construccion Ctri+Mayus+L
. Cdiculos de probabilidad Ctri+Mayis+P
-. Teclado
v Barra de entrada
& Disposicion
f5 Actuakiza las Vistas (impia rastros) Ciri+F
Recalcular todos los objetos Ci+R
1
- 3 2 4 ol ' 2 3

Luego activamos Hoja de Calculo, como se muestra en la siguiente figura

7 Geolibra Casic S ZE w

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuca Abrir sesion
ﬂv g Zq %
» Vista Algebraica X | » Vista Grafica X | ¥ Hoja de Calculo X
& SN 1 EEEae @y
A B Cc
= 1
1
4 2
[lsal
3 4
o
3 6
1 7 !
8
TR TR e TR G TR TRR e
10
-t
1
2 12 |
13
3 14
15
i 1
< >

Entrada:
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2. Al abrir la Hoja de Calculo, generamos una tabla de valores de la siguiente manera.

¥ Hoja de Calculo X
SN 1 EEE=vE
LA B | ¢
B x ¥ [ .8
0
3 -
4 0
5 | 1
6 | 2
7 3
8 4
9 5

3. Completar las columnasde X eY .
Observacion:

e Lavista Hoja de Calculo, trabaja de la misma forma que Excel. Como corresponde a una hoja de
calculo, en cada casilla podemos generar funciones o ecuaciones. Por ejemplo, en la casilla B2

generamos una ecuacion de la forma = 422 — A2.
¥ Hoja de Calculo
L v EEE = |E-
B2 o =A22- A2
A [ c |
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e Pararellenar los espacios arrastramos desde la esquina inferior derecha, posibilitando, al igual

que en Excel, que se generen automaticamente los valores bajo la funcion definida.

¥ Hoja de Calculo ¥ Hoja de Calculo
SN 1 |BEE|av[EH v 1 EEE=v B
A l B \ c ] c2 4 |=A2-1

1|7 X Y Al 8 | c |
2 2 6 T X Y

3 -1 2 2 2 6[=A2-1

4 0 0 3 -1 2
5 | 1 0 4 0 0

6 2 2 t i g

7S 3 6 6 2 2

8 4 12 i - D
== 8 4 12

9 5 20
== 9 5 20

10 sl

¥ Hoja de Calculo
Jc| N 1 |[E ElEEdI=R
c2 G =A2-1

-
2 2 6 =
| - R 2 2
[ 0 0 -1
5 1 0 0
6 | 2 2 1
7| 3 6 2
"8 | 4 12 3
"o | 5 20 4
10
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4. Al completar la tabla, seleccionamos todos los valores de ella como muestra la figura. Luego

presionamos el click derecho de nuestro Mouse o Mousepad y seleccionamos la opcidon Crea,

., ~ [¥|~ Hoja de Calculo o X
en ella buscamos la opcion Tabla. AT RIEIREIEEIEE
ERERNEN o | ¢
1T X Y =
| 6 -3
3] - = 1
4 0 0 -1 L
=5 1 0 0
6| =2 2 1
7 3 6 2
| 8 | 4 12 3
9 "Bl anl A o Al o
T lED A1:C9
e
2| |8 Conr
E— ega
e > Corta
% '/ Eliminar objetos
Llista Crea !
Lista de puntos 5 e
Matriz Objeto visible
Tabla == Registro en Hoja de Calculo
Poiigonal 1%

Tabla 4o Operacin ..+ Propiedades del objeto ...

Al seleccionar la Tabla, ocurrird lo siguiente:

» Vista Algebraica (X b Vista Grafica
A1="T"
B1 = “x” T X Y
1=y 2| B
=5 0 0 | -1
1 1 0 |0
o (o )
® textol = ; 4 113
3 5 20 | 4 J
4
b
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5. Luego, se seleccionan solo los valores de X e Y, para posteriormente seleccionar la opcion Lista

de puntos, también ubicada en la opcion Crea.

2 GeoGebra Clossc - - a Y W
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[ des] = :
» Vista Algebraica X/ » Vista Gréfica X!|~ Hoja de Calculo [
AM=T AN I EEE = B
T X Y 2 A —~
B1="X - = A BeN o i
= 2|6 3 {
c1="Y" .
—1[2 [ -2} T
0 [0 [-1 2 2[ & 4
SSlEqan = B 2l =2 b
; b o 0o
® textol = 273 5 1 0 0
5 120[4 - 2 1
2 7, 3 8 2|
A 4 2 3]
L G4 B2:Co
- -2 0 2 4 B 3 10 12 14 18 10
" 1 Copiar
£ 12| 1 pega
13 = Corta
14 /. Eliminar objetos
% e
Lista Crea
Lista de puntos | 52 Registro en Hoja de Calculo
Matriz R
s Tabla .2 Propiedades del objeto ..
o = | Pohgonaih i c 5
Entrada: Tabla de Operacion
Al seleccionar la Lista de puntos, ocurrira lo siguiente:
© GeotetraOomcs . - . _ E L =t
Archivo Edita Vista Opclones Herramientas Ventana Ayuda
[}] ALy >lolelalN] =]
» Vista Aigebraica | » Vista Grifica ||~ Hoja de Caloulo
. 1 fiN1E =~ B>
T [X]¥
-2[6 | -3 Al B[e]o]
12 [ -2 3l L
0 [0 [-1 2 =2 & 3
130 |0 3 -1 2 -2
§ ,‘Z zl 4 o 0 4
4,123 PR 1 0 0
5 [20]4 % e 2 2 1
I o 7 3 6 2
F 8 4 12 3
o
E 9 5 2 a4
. 10
2] 1"
O i W ] 5[5
5
B 13

.
&=

s 53

6. Al obtener todos los puntos de la tabla, podemos observar que los puntos de la grafica
pertenecen a una parabola, por lo que para obtener la ecuacion exacta utilizaremos la funcién

(o sintaxis) llamada Conica.
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Observacion: Para obtener la ecuacion se puede realizar de las siguientes formas:

a. EnlaEntrada de GeoGebra, se escribe la funcion:

Cénica(< Punto >,< Punto >, < Punto >,< Punto >,< Punto >)

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

NS B N o] =« AN E S
¥ Vista Algebraica¥]| » Vista Grafica Xl| > Hoja de Calculo X
Al =T i3 e ] GBl=~0~
g B TX]Y LIl E
81="% F I [ =
3 26 |3 1
c1=y i 3
T a2 [=2 1.7 X Y
—27| [ =1 2 2 & 3
= 1510 [0 3 4 2 2
[uifeaean o
el =1 [| Hyl5 npe 11 o o
2 5204 8 2 2 1
3 I 48 7 3 e 2
Ol 5 8 4 12 3
= = 9 5 20 4
®A=(63) e 10
®B=(2-2) o
® C=(0,) ﬂ. 4 "0 " 1% ) it
®D=(0,0) c 12
®E=(21) * 13
®F=(62) B 14
®G=(12,3) i
® H=(20,4) P 15
® 11={(6, 3). (2 -2 18
N 17
Conica <Punto>. <Punto>. <Punto>, <Punic>, <Punto> ) 18
‘ Conica( <Nimero=, <Nimero>, <Nimero>, <Numerc>, <Numerc>, <Nimero> ) 3
Entrada: conic < 9
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
Al A0 Il G = S
'%‘- |l B 124 1O ;.ﬂ_,:\ 22| o
» Vista Algebraica< | Vista Grafica X |~ Hoja de Calcuio |
AT i i NI aov O~
g: = ::: Al e[ ol
T X Iy g
T 20 8 =3
=i 4 2 2
0| 0 o
10 o0
2, 2t A
3 6 2
4 12 3
5 20 4
®F=(62)
®G=(12,3)
® H=(20,4)
® 1=((6,-3), 2,2
Entrada: Conica(A, C, F, G, H) 1 "
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b. Otra forma de generar la funcidon es utilizando una de las pestafias de la Vista Grafica,
especificamente la séptima pestafia (de izquierda a derecha), en ella se encuentran varias
opciones para generar diferentes conicas. En ella seleccionaremos la opciéon Cénica por cinco
puntos, al seleccionar esta opcion, marcaremos 5 puntos.

e i - la O

- -
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

» Vista Agebraica X | » Vista Grific £ gipge ' || ~ Hoja de Calculo

A=eT i SN I Bl=v|@d~
B1="X" T X 2 Hipérbola | A B c D
c1="y li6 N

= 1][2 \s Pardboa BT X Y
= el B 2 s =
1] 1ell0- ) coénica por cinco puntog 3 4 2 2
o || i ¥ 4| o o
® textol =1 | 3 ;’2}-3 ‘ # 5 1 0 0
2 5 2014 ] ° I

3 G

i ! 7 s o =2
4 F 8 4 2 3
9 5 20 4

Entrada:

Trabajo practico individual n°1:
a) Utilizando el ejercicio anterior, sustituimos t por —t, obteniendo las ecuaciones paramétricas.

¥=12 4% y=—-t—1
Grafique usando GeoGebra y basandose en las instrucciones anteriores.
b) Ademas, sustituimos t por 2t en la practica guiada, obteniendo:
x =4t% -2t y=2t—1

Grafique usando GeoGebra y basandose en las instrucciones anteriores.
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4.3 Eliminacion de parametro

Practica guiada n°2: Elimine el parametro de las siguientes ecuaciones paramétricas.

Sea la ecuacion paramétrica:
— 2 -
x=t“—t , y=t—1

Primero despejamos t de la ecuacion mas sencilla y luego la sustituimos en la otra ecuacién. De la

ecuaciony =t — 1, obtenemos t = y + 1. Sustituyendo en la ecuacién de x, obtenemos:

x=t2—t=@+1?-(+1)=[y>+)y]

Entonces la curva del Ejemplo 1 tiene la ecuacién rectangular x = y? + y, de modo que es una

parabola.

La eliminacién del pardmetro con frecuencia nos ayuda a identificar la forma de una curva, como vemos

en los siguientes dos ejemplos.

4.4 Modelado del movimiento circular

Practica Guiada n°3: Modelado del movimiento circular
Las siguientes ecuaciones paramétricas modelan la posicion de un cuerpo en movimiento en el tiempo

t (en segundos).

x =cos(t) y=sen(t) t=0

Describa y grafique la trayectoria del cuerpo.

Solucién: Para identificar la curva, eliminamos el pardmetro. Como cos?t + sen?t = 1y como
x = cos(t) yy = sen(t) para todo punto (x, y) en la curva tenemos

x?+y% = (cost)? +(sent)’ =1
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Esto significa que todos los puntos en la curva satisfacen la ecuacién x2 + y? = 1, por lo que la grafica
es una circunferencia de radio 1 con centro en el origen. Cuando t aumenta de 0 a 2m, el punto dado
por las ecuaciones paramétricas arranca en (1,0) y se mueve en sentido contrario a las manecillas del
reloj una vez alrededor del circulo, como se ve en la Figura. Entonces el cuerpo completa una revolucion
alrededor del circulo en 2 segundos. Observe que el parametro t puede ser interpretado como el

angulo que se muestra en la figura.

e

(cos 1, sen 1)

4.5 Conicas de forma paramétrica

4.5.1 Circunferencia
4.5.1.1 Circunferencia con centro en el origen

Queremos descomponer el movimiento circular en el eje xy en el eje y.
Recordemos que la ecuacion general de la circunferencia es:

x2 +y2=r2
donde r es el radio de la circunferencia

Para obtener la ecuacion paramétrica de la circunferencia, expresaremos las coordenadas de un punto
P(x,y) perteneciente a la circunferencia en funcién a un angulo 6 con ayuda de la trigonometria como
muestra la siguiente figura:
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r sen(t)

De lo anterior tenemos que los valores de x e y son:

= t
{x reos donde0 <t <2m

y=rsent
4.5.1.2 Circunferencia con centro fuera del origen

Recordemos que la ecuacion de una circunferencia con centro fuera del origen es de la forma:

(x-h2+(@y-k)?2=r2
donde el centro es O(h,k) ysu radio es r

Al dividir la ecuacién general por 12 se tiene que:

G=m? G-k
r r

) 5

1

En otras palabras:
2
=1
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Por identidad trigonométrica se tiene el siguiente cambio de variable:

x—nh
r

cost =

k
sent:y—

Despejando x e y se tiene que:

{x=h+rcost donde 0 <t <2m

y=k+rsent

Practica guiada n° 3: Parametrizar las siguientes ecuaciones:
x2+y*+x—4y=0

Completando cuadrados se tiene que:

2 1 2 1
(x +x+Z)+(y —4y+4):z+4
2

(x+%) +(y—2)2=%

Es decir, se tiene que:
1
h== k=2 r=%2
2
Una posible parametrizacion es:

1 V17
x=3 + —cos t
donde 0 <t < 2m
V17
y=2+ - sen t
4.5.2 Parabola
4.5.2.1 Parabola con vértice en el origen

Se debe recordar que la ecuacion de la parabola es:

y? = 4px

donde p es el valor de la directriz
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Sireemplazamos t = y se tiene que:

tZ
Tap conte R
y=t
Practica guiada n° 4: Parametrizar el arco de la pardbola cuya ecuacién es y? = —4x comprendido
entre los puntos (0,0) y (—9,6).
Solucion:
Por la ecuacion de la parabola, se tiene que es una ecuacion con centro en el origeny p = —1, por lo
que la parametrizacion queda:
12
X=——
4
y=t

Solo nos basta con encontrar el intervalo real que tomara valores el parametro. Para esto sustituiremos
los valores de x e y con los puntos dados en la ecuacion paramétrica.

e Para(0,0)
12
0=——
4
0=t
e Para(-9,6)
12
9=——=|t|=6
=
6=t
Por lotanto, el intervaloes: 0 <t <6
Quedando la parametrizacion de la siguiente forma:
t2
{x———; con0<t<6
y=t
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4.5.2.2 Parabola con vértice fuera del origen

Se debe recordar que la ecuacién de la parabola es:

O -k?=4p(x—-h)
donde el vértice estd en el punto P(h, k) y p es el valor de la directriz

Sireemplazamos t = y — k se tiene que:

tZ
x—h=—
4p conteR
y sk
Es decir:
tZ
x=—+h
4p conteR
y=t+k

Practica guiada n° 5: Parametrizar la siguiente parabola:
y2+4x+2y—-3=0,x=0

Solucion:

Primero debemos transformar la ecuacion de la parabola en su forma candnica:

y2+4x+2y-3=0
y2+2y =—4x+3
y2+2y+1=—4x+3+1
G+ 1D?=—4x+4
G+1)2=-4(x-1)

Se tiene que la parabola tiene su centro en el punto (1,—1) yp = —1, pero como x = 0 se tiene que:
—“4x-1D)=20=x-1<0=x<1

En otras palabras, solo nos piden parametrizar los valores cuando 0 < x < 1. Para saber cual es este
arco, debemos buscar los valores de y cuando x = 0.

G+1D%2=-4(0-1)

+1)?=4
ly+1]=2
y=1vy=-3
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Reemplazando en la formula general de la parametrizacion se tiene:

=—=—41
x 4+

y=t—1

Pero solo queremos los valores de t cuando y varia entre —3 y 1, por lo que reemplazando eny se
tiene que:
t=-2vt=2

Por lo tanto, la ecuacion paramétrica es:

tZ
{x__7+1 con—-2<t<?2

y=t—1
2a
.o 1
1
2 -1 0 1 2
-1
-2
-3
s | O, -3)
2l -4t
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Practica guiada n° 6: Hallar la ecuacién cartesiana y graficar la curva de ecuaciones paramétricas:

donde —V2 <t <2

x=1+t
y = 2—¢?
Solucidn: Para obtener la ecuacién cartesiana despejamos el parametro t de la primera ecuacién y

t=x-1

luego lo sustituimos en la segunda:
y=2-(x-1)?

(x-1D*=-(-2)

Es una parabola cuyas ramas apuntan hacia abajo, y vértice en (1,2). Pero, como t toma valores entre

el —\/—Z_y V2, es necesario reemplazar estos valores en la primera ecuacion para conocer las raices de

VE=x-1=f=1-V]
e Parat=+2
VZ=x—-1=|x=1+2

Por lo tanto, las raices de la parabola son los puntos (1 -2, O) y (1 +/2, 0).

ella:
Parat = —\ff
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Trabajo guiado n° 2:
a) Hallar la ecuacion de la pardbola con directriz y = —1y foco F(1,3)
b) Parametrizar el arco de la parabola que verifica la restriccion: y < 9

4.5.3 Elipse

4.5.3.1 Elipse con centro en el origen

Hay que recordar que la ecuacion de la elipse con centro en el origen es:

2 2

Xy
2 "
dondea>b >0

1

En otras palabras:
2

X\ 2 vy
() +G) =1
Por identidad trigonométrica se tiene el siguiente cambio de variable:

cost =

sent =

SR A=

Despejando x e y se tiene que:
{x =acost

y=bhsent donde0 <t <2m

4.5.3.2 Elipse con centro fuera del origen

Recordemos que la elipse con centro fuera del origen es de la forma:

—h?  Gr—k)?
a? + bz
donde a > b > 0y el punto O(h, k) es el centro de la elipse

1
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Trabajo guiado n° 3:

Sabiendo esto, ¢Como creen que es la parametrizacion de la elipse con centro en O(h, k)?
Trabajo guiado n° 4:

Hallar una parametrizacion de las siguientes curvas:

a) x24+4y?—2x+4y+1=0
b) 2x2+y2—8x+2y—1=0

4.5.4 Hipérbola

4.5.4.1 Hipérbola con centro en el origen

Al parametrizar la circunferencia y la elipse, utilizabamos la razon trigonométrica
sen’t+cos?t=1

Pero como la ecuacién de la hipérbola es:

xZ 2
—2—y—= lcona>0Ab>0
a b2

No podemos utilizar dicha razon trigonométrica, por lo que utilizaremos:

sec’t—tgit=1

Donde:

sect =

X
a
y
tget =~
8L=%

Observacion: se tiene que sect y tg t no estan definidas para t = g nient = 37"

Por lo que al parametrizar la hipérbola queda de la siguiente forma:

donde t € [0,21] — {E 3_71:}

{x=asect
272

y=btgt
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Practica guiada n° 7: Hallar la parametrizacién de la hipérbola definida por la siguiente ecuacién:
2 2

Ee o f

4 1

Solucion:
Reemplazando en la ecuacion se tiene:
{x = 2sect

y=tgt dondet € [0,27] — {” 3—”}

2’2
4.5.4.2 Hipérbola con centro fuera del origen

Recordemos que la hipérbola con centro fuera del origen es de la forma:

(x=h)? (y—k)’
a2z 2
donde a > b > 0y el punto O(h, k) es el centro de la hipérbola

1

Trabajo guiado n° 5:

Sabiendo la ecuacion paramétrica con centro en el origen ¢Como creen que es la parametrizacion de
la hipérbola con centro en O (h, k)?
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5 Coordenadas Polares
5.1 Definicion de Coordenadas Polares

El sistema de coordenadas polares usa distancias y direcciones para especificar la posicion de un
punto en el plano. Para establecer este sistema de, escogemos un punto fijo O del plano llamado
polo (u origen) y de O trazamos un rayo llamado eje polar. A continuacién, a cada punto P se le

pueden asignar coordenadas polares P(r, ) donde

T esladistanciade O a P

0 es el 4ngulo entre el eje polar y el segmento oP

P

Eje pola;

Por convencién cuando 6 es positivo, se mide en direccién contraria a las manecillas del reloj, y cuando
0 es negativo se mide en el sentido de las manecillas del reloj. Si 7 es negativa, entonces P (7, 8) se

define como el punto que se encuentra a |r| unidades del polo en direccién opuesta a la dada por 6.
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[l
Ou -
e
|r| ~
/
>
”
e
“P(r, 6)
r<10

5.2 Determinacion de todas las coordenadas polares de un punto

En coordenadas polares existe un numero infinito de representaciones del mismo punto. Esto se puede

apreciar con las coordenadas (1, 8) y (—r, 8 + 1), las cuales representan el mismo punto, como se
aprecia en la figura a continuacion:

P(r,6)
PR P(=r,0 + m)
16 R
/// /’O ]

De hecho, cualquier punto P(r, 8), se puede escribir de la forma:

P(r,0 + 2nn) yP(—r,0(2n + 1)m)
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5.3 Relacion entre coordenadas polares y rectangulares

Es frecuente que aparezcan situaciones en las que sea necesario considerar coordenadas polares y

rectangulares simultaneamente. El eje polar de las coordenadas polares coincide con el eje X positivo
de las coordenadas rectangulares (plano cartesiano). Utilizando las definiciones de las funciones
trigonométricas y el teorema de Pitagoras, podemos determinar las siguientes relaciones:

i.  Para cambiar de coordenadas polares a rectangulares, utilizamos las formulas

x=rcos@ y y=rsenf
ii.  Para cambiar de coordenadas rectangulares a polares, utilizamos las formulas
ri=x?+y? y tan9=3;’ & #0)
Graficamente, lo anterior explicado se visualiza de la siguiente manera:

v

0 X X
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5.3.1 Convertir coordenadas polares a coordenadas rectangulares

Ejemplo 1: Encuentre la coordenada rectangular para el punto que tiene coordenadas polares
21

(+5)
3

- 5 21
Solucién: Cé6mor =4y 0 = rY reemplazamos estos valores en X =1 cos 0 y y =rsen 0,

quedando asi:
2m 1
x=4cos —=4 ——)=
3 2
2m 3
y:4sen?:4—=2\/§
El punto en coordenadas rectangulares es (2,2\/-2_).

5.3.2 Convertir coordenadas rectangulares a coordenadas polares

Ejemplo 2: Encuentre las coordenadas polares para el punto que tiene coordenadas rectangulares

(2,-2)
Solucién: Usando X = 2,y = —2, tenemos:

#% = &% 492
1% = 224 (—2)*

P =8
de modo quer = 2vV20-22
Ademas:
y
tan 0 ==
X
.
an =
2
tan 0 = —1
3 s
Porloque 8 = 20 0=-— T Como en este caso, el punto pertenece al cuarto cuadrante se puede

3
representar con las coordenadas polares (2\/5, —E) o (—2\/2 Tn)
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5.4 Grafica de ecuaciones polares

La gréfica de una ecuacion polarr = f(@) estd formada por todos los puntos P que tienen al menos
una representacién polar (r,8) cuyas coordenadas satisfacen la ecuacién. Muchas curvas que
aparecen en matematicas y sus aplicaciones son representadas en forma mas facil y natural por
ecuaciones polares que por ecuaciones rectangulares.

Una cuadricula es util para localizar puntos en coordenadas rectangulares. Por otro lado, para graficar
coordenadas polares, es conveniente usar una cuadricula formadas por circunferencias centradas en
el polo y rayos que emanan del polo.
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S

VA

e
P+2;3)e 13
F——1—1-2

1

a3

=51 R(B;—5)

[F1hy
I35

Practica guiada N°1: Trace una grafica de la ecuacién polar = 2 sen 6.

Solucién: primero usamos la ecuacion para determinar las coordenadas polares de varios puntos en la
curva. Como lo muestra la siguiente tabla:

| E|& B | &= B
0 0 6 4 3 2 3 4 6
30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°
r=2senf | 0 1 V2 V3 2 V3 V2 i} 0

Luego nos basta con localizar los puntos en un grafico y trazar la curva.

Observacion: La grafica parece ser de una circunferencia, pero solo utilizamos los valores de 8 entre

0y 1T, porque para los valores de 8 entre T y 27T, son los mismos valores de 1, pero en negativo.
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» Vista Algebraica X/ |~ Vista Grafica

® A=(0;0° | ACY

® B =(1; 30°)

® C = (1.41; 45°) -

® D = (1.73; 60°) S i Gaae s

® E = (2;90°)

® F =(1.73; 120°) ’F 15 ‘\D

® G = (1.41; 135°) i L

® H = (1; 150°) k N

®@c:x3+(y-12=1 0‘ 1 ’9
3 !
\ H B
\Q\ 0.5 ¥

~L b A o Pig
-15 ar 05 0 05 1
-05

5.4.1 Propiedades que considerar para graficar ecuaciones en coordenadas polares
5.4.1.1 Intersecciones

Las intersecciones que se acostumbra a determinar son las correspondientes al eje polar (eje X) y a un
eje perpendicular al eje polar en el polo.

Las primeras se encuentran haciendo 6 = 0, +m, +2m,...,+nmT en general, para n € Z y
determinando en la ecuacion los correspondientes valores de r.

Si existen algunas intersecciones con el eje a 90°, estas se obtendran haciendo

2"+1) T, n€Z.

0:27‘[; n € Z eimpar, 6 sino: 8 =(
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5.4.1.2 Simetrias
Las mas importantes son las siguientes:
i.  Simetria con respecto al eje polar:

Existe simetria con respecto al eje polar, sila ecuacién
no se altera o se transforma en una ecuacion

equivalente cuando: =X
e Sereemplaza @ por —0,6
e Sereemplaza @ por (r — @) y7r por —7. P'=(r,-8)=(-r,mr -6)
ii. Simetria con respecto al eje a 90"
(-r,-8)=(r, T -8)=P" . Hay simetria con respecto al eje 900, si la ecuacién no

se altera o se transforma en una ecuacion equivalente
cuando:

e Sereemplaza @ por (mr — 8) , 6
X

e Sereemplaza @ por —8 y 1 por —7.

iii.  Simetria con respecto al polo:

) - . - L P
Se tiene simetria con respecto al polo, si la ecuacion
no se altera o se transforma en una ecuacion
equivalente cuando: r
. m+0 0
e Sereemplaza@ pormr+ 6,0 X
g T

e Sereemplaza r por —r.

P'=(r,T+8)=(-r,6)
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5.4.1.3 Extension

Para analizar la extension de la gréfica, conviene en lo posible despejar 7 en funcién de 0.

Los valores de 8 que hacen a T imaginario complejo, deben ser desechados.

Sialgtin valor de 8 hace r = 40, esto indica que la curva "tiende hacia el infinito en esa direccién".
A menudo, importantes cambios se presentan en las vecindades de los valores de e que hacen

T = 400, Y por lo tanto puede ser (til determinar valores de 7 correspondientes a valores de 8 un

poco menoresy un poco mayores que los que hacen a7 infinito.

También es importante determinar los valores de 8 que hacen a  maximo o minimo.

Practica guiada N°2: Para comprender de mejor manera las intersecciones, simetrias y extensiones,
dejamos este ejercicio en el cual se presentan calculos de cada valor.

Graficar la ecuaciéon r = 6 * cos@ + 3

a) Intersecciones:

e Con el eje polar:
6 =0° = r=29
6 =180° = r=-3

Para otros multiplos de m se obtienen los mismos valores. Por lo cual solo asumimos 2 puntos de
interseccion con el eje polar: (9,0°) y (-3,180°)

e Con el eje 90°
6 =90° = r=3
6 =270° = =3

Con los demas valores (2n+1)90°, para n € Z, se obtienen los mismos valores.

Luego hay dos puntos de interseccion de 90°: (3,90°) y (3,270°)
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b) Simetrias:

La Unica simetria que se puede verificar es la que corresponde al eje polar, pues al cambiar 8 por 8 no
cambia la ecuacion.

c) Extension:

Para todo valor de 6 se obtiene uno de r, real y finito. La curva es cerrada. El maximo valor de r
corresponde al valor 6 que hace cosf = 1, esdecir@ =0°yr =9.

El minimo valor de r corresponde al valor de 8que hace cos@ = —1, es decir = 180°yr = —3.

Conviene también estudiar para qué valores de 6, si existen, r toma el valor de cero:
3 1 1 o o
6 =6 cosfd + 3, cosb S = —5,0 = arccos(—3 ,0 =120°y 0 = 240

Como valores principales. La curva pasa por el polo con direcciones 120° y 240° respectivamente.

En este punto podemos utilizar GeoGebra para calcular la grafica, determinando que nuestros célculos
son correctos.

Para ingresar en GeoGebra una funcién propuesta desde las coordenadas polares a cartesianas,
debemos recordar que:

x=rcosf y y=rsenf
Asi:

x=(6xcos@ +3)cos@ y y=(6%*cos0O+3)send
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5.5 Conicas en coordenadas polares

En el médulo anterior, ya se vieron cada una de las caracteristicas de las cdnicas. Ahora con ayuda de
lo que aprendimos recientemente sobre las coordenadas polares, transformaremos cada una de las
ecuaciones a coordenadas polares.

5.5.1 Circunferencia
5.5.1.1 Circunferencia con centro en el polo
Antes recordemos que la ecuacion de una circunferencia es

X%+ yz = a?, donde a es el radio.

z? 4 yz .
Aplicando transformaciones tenemos:
x? +y%=a? ! y
(r cos0)? + (rsenB)? = a?

r2co0s?6 + r?sen?8 = a?
r%(cos?6 + sen?) = a?

r? =qa?

r=a
5.5.1.2 Circunferencia con centro en el punto (a, ¢) y que contiene al polo

Trazamos una circunferencia con centro 0(a, @) y P(r, 0
b
un punto perteneciente al polo. A

Luego de trazar la circunferencia se trazan 2 \
segmentos, uno del punto P (7, 6) al poloy otro del ‘a
centro de la circunferencia al polo, es decir, del \
punto 0(a,<p) al polo. Ambos segmentos por

definicion tienen medidas 1 y a respectivamente.
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como el punto P(r,80) pertenece a la circunferencia y el punto O(a, (p) es el centro de la

circunferencia, si se traza un segmento de P a O su distancia es igual al radio, es decir:
d(P,0) =a

Del tridngulo formado entre el origen, el centro de la circunferencia y el punto P, se tiene:

P(r,0)

Luego, para obtener la ecuacion de la circunferencia.
Debemos obtener 1, para eso por ley del coseno se tiene que:
a’?=r%+a%—2arcos(0 — ¢)

r? = 2ar cos(6 — @)

|r = 2acos(0 —(p)l

O también

O(a,
r = 2a[cos 0 cos ¢ + sen O sen @] \o i)

|r = 2acos 6 cos ¢ + 2asenf sen ¢ |

5.5.1.3 Casos especiales:

i. Sig =0,entoncesr = 2acos(0)

Transformandola a su forma cartesiana se tiene:
(@+a)*+y*=a?

r = 2a cos(6) r = 2acos(0)
2 B x
r=2a-
# r
! 2 = 26%

x? 4+ y% = 2ax
(x? — 2ax + a®) + y? = a?
|(x—a)2+y2 = a2|

Una circunferencia con centro en el punto (a, 0) y radior = a
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. . us
ii. Sigp= o entonces

I/
. T=23COS(9—E)
:1:2+(y—a)2:uz T T
r = 2a sen(8) r = 2acos0 cosE+ 2asen @ sen
B

r=2acosf *0+ 2asenf x 1

- r = 2asenf

Transformandola a su forma cartesiana se tiene:

(0,a)
r = 2asenf
1 r=2a L
r
2 e
2 1 0 1 2 3 == Zay
x% +y?=2ay

» x? + (y? — 2ay + a?) = a?

|x2 +(@y—a)3= azl

Una circunferencia con centro en el punto (0, a) yradior = a

iii. Si¢@ = m, entoncesr = —2acosf

; . 3n
iv.  Si¢p=— entoncest = —2asenf
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5.5.2 Parabola, elipse e hipérbola

Una conica se define como el lugar geométrico de los puntos P del plano que cumplen que, dada una
recta llamada directriz y un punto llamado foco, existe una relacion entre la distancia de un punto al

foco y una distancia del punto a la directriz, de la
siguiente forma:

d(P,F)=ed(P,D)

Con ayuda de la imagen podemos ver que
d(P,F) =ryd(P,D) = d,ahorareemplazando

en la formula anterior se tiene que:
r=ed

Donde el parametro e se define como la

r
excentricidad y su formulaes € = E

d P

F

5.5.2.1 Construccion de la forma general de las conicas en coordenadas polares

De la imagen anterior, definiremos la distancia

entre el foco y la directriz como p:
d(F,D) =p

A suvez, si se proyecta el punto P, en el eje polar
y se obtiene la distancia entre la proyeccion del

punto P (definido como P;) y el foco F usando
trigonometria, se tiene que:

d(F,P;) =rcosf
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Esto quiere decir que:
d(P,D) = d(F,D) + d(F,P,)
d=p+rcosf
r=e(p +rcosh)
r =ep+ ercosf
r—ercosf =ep
r(l1—ecosf) =ep
ep
T 1—¢cosd

5.5.2.2 Tipo de conica dependiendo de la excentricidad

El 0<e<1 2 4
ipse e yf=—
P 1—ecosf

. ep
Parabola e=1 r = —
1—ecosf

- ep
Hipérbola e>1 e e—
1—ecosf

Casos especiales son:

= Si@p = 0, tenemosT = =L
=0 " 1+ecos@
= Sip = z tenemos 1 = .
P= 2" " 1+esen®
5 ep
= SiQ = 1, tenemostr = ————
@ 1—ecosf
- S’ — 3_7[ t Tr= L
L = e = sen®
22® . ° 5 6
Pratica guiada N°3: Graficar: 7" = ———
1+cos@

Solucién: De la ecuacién, se tiene que € = 1, por lo tanto, es una pardbola con el foco en el polo y
directrizen x = 6.

Para graficar en GeoGebra:

Primero debemos reemplazar los valoresderen x = r cos 6,y = r sen 6, quedando asi:
6
*= (m) cos
6
P= (1 + cos 0>Sene
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Luego, utilizaremos el comando Curva, que se encuentra en la entrada de GeoGebra:

Curva( < Expresion >, < Expresiéon >,< Parametro >, < Valor inicial >, < Valor final >)
En donde:

e Expresion: Corresponde a la forma que adquiere la coordenada en la situacién en que se
trabaja. En este caso, las expresiones son escritas en forma polar; en primera instancia de xy
en segunda instanciade y.

e Parametro: Corresponde al valor bajo el cual dependen las expresiones mencionadas. En la
mayor parte de los casos, las expresiones muestran los valores x e y de un punto, que se
modifica bajo las condiciones del parametro. Los parametros puedes ser nimeros o angulos.

e Valor inicial: Es el valor desde donde comienza el parametro.

e Valor final: Es el valor en donde finaliza el parametro.

Continuando con el ejercicio, si se reemplaza los datos en el comando curva de la siguiente forma, se
obtiene la pardbola.

6 6
Curva( (—1 T cos 0) cos 0, (—1 T cos 0) sen6,6,0,m)
Trabajo guiado N°1:

I Graficar cada una de ecuaciones que se presentan a continuacion:

6 6
a) r= 1-cosf@ k) = 1-2senf
6
b) r=—
) 1+sen 8
o et
~ 1-senf
6
dr=——
1+§c036
6
e)r=———
1->-cos @
2
6
f) r=——
1+Esen9
g) r=——
1—%sen9
6
h) r= 1+2cos @
1) r= St
" 1-2cosf
) _— 6
J ~ 1+2senf
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¢ Existe alguna relacion entre ellas?, si existe una relacion, argumente cual es.

Il.  Dadala curva E descrita por la ecuacién r? = 9, exprese dicha ecuacién en coordenadas
cartesianas; luego, trace su grafica de la curva E.

Ill.  Sea lacurva F descrita por la ecuacién r? = EEZW' Exprese dicha ecuacion en coordenadas
cartesianas; luego, trace su grafica de la curva F.

IV.  Muestre quer = 3 sen (49 + Z—) y r = 3 cos(46) son curvas que coinciden en el plano polar;

luego, halle su ecuacion equivalente.

Profesora: Isabel Berna Sepulveda
Ayudantes: Felipe Alvarado Bolados - Nicole Urrutia Urrutia

77

157




Universidad Metropolitana de Ciencias de la Educaciéon
: U M E Facultad de Ciencias Basicas
Departamento de Matematica

MODULO DE APRENDIZAJE N°2: CURVAS PLANAS

Practica indagatoria individual

1 Cicloide

Si considera una rueda circular y la hace rodar en linea recta, al seguir la trayectoria de un punto fijo en la
rueda podra ver que el movimiento dibuja una curva.

[Recurso de Zorgit]

Esta curva se conoce como cicloide y en este taller determinaremos sus ecuaciones.
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| Practica 1: Buscar el origen de esta curva

® Paso 1: Escriba la ecuacion de una circunferencia centrada en el 0 = (0,7) de radior.

-2

® Paso 2: Fije el punto A = (0,2r) en la circunferencia.

e Paso 3:Llame t a la variable tiempo. Determine en la circunferencia el punto B obtenido al rotar A =

(0,2r) en angulo t (sentido reloj, t en radianes).
Respuesta: (rsen(t),r(l + cos(t)))

-4

Profesora: Isabel Berna Sepulveda
Ayudantes: Felipe Alvarado Bolados - Nicole Urrutia Urrutia

79

159




Universidad Metropolitana de Ciencias de la Educaciéon
: U M E Facultad de Ciencias Basicas

Departamento de Matematica

® Paso 4: Encuentre la ecuacion de la circunferencia trasladada en el punto
0’ = (tr, ). Note que tr es la medida del arco definido por el angulo t.

o

4 b
0O
® °
2
-6 -4 2 0 2 4 6
-2

e Paso 5: Determine las coordenadas del punto B’ definido por la traslacién en (tr,r) del punto B
obtenido en el paso 3.
Respuesta: (r(t + sen(t)),r(1+ cos(t)))
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Paso 6: Grafique en GeoGebra las coordenadas del punto B’ = (x(t),y(t)) usando el comando
Curva(x(t),y(t),t, 0,6pi). Utilice un deslizador r para el radio.

&« C & geogebra.org 3

T *
Q

giB=1 2O N2 o)
- 1
. =N
——— & @ 10
a = Curva(r (t+sen(t)).r (l-cos(t)),Lé,I 8
@ x =29 (t+ sen(t)) A
- y—29[l-cos(t))}o<1<18'85 B’
: 4
@  ecl: @+ (y-292 =29 g o
2
@ A=(0,2r)
— (0, 5.8) 20 2 1 6 8 10 12 14 16 18 20 2 24
@ °- ©.r) : -
— (0,29) H

Paso 7: Investigue que sucede al cambiar el parametro 6pi, y los valores del radio.

Paso 8: ¢Es posible que esta curva modele el movimiento de un péndulo? ¢Cuéles deberian ser los
parametros?
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1.1 Rotacion de curvas

I Practica 2: Escriba las ecuaciones cartesianas de la curva

Considere los pares ordenados (a, b) y (c,d). Se define la operacion * como
(a,b) * (¢,d) = (ac — bd,ad + bc)

1. Calcule (z*2z") y (z’' * z) donde z = (rcos(t), rsen(t))y
Zz' = (r'cos(t’),r'sen(t")). Para expresar su resultado recuerde las identidades trigonométricas
cos(t +t)ysen(t+t).

2. Represente en el plano cartesiano z,7’, ( z * z")

3. Considere los siguientes casos especialesr’ = 1y t’ = 0,45,60,90,180 y dibuje en cada caso. ¢ Qué
puede concluir respecto al producto (z * z’) en cada caso?

=

i t (zx2)
0
45
60
90
180

b | b e | e | e

4. Sea (x(t),y(t)) una curva en el plano cartesiano. Dibuje la cicloide y luego dibuje en GeoGebra la
curva
X(t) = cos(t)x(t) — sen(t)y(t)
Y(t) = cos(t)y(t) + sen(t)x(t)
Para los valores dados de t’ en el punto 3., ¢ qué puede concluir al respecto de la curva original y las
curvas obtenidas?

Préctica 3: Realice la rotacidn en diversos angulos de las curvas vistas en las actividades
anteriores. Parta con las conicas y luego contintie con las otras (al menos 3 curvas en total).
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2 Rosade 4 pétalos

Dibujar la gréfica de la ecuacién r = 3sen 20, 0 < 0 < 2w, indicando los interceptos, simetrias,
extension, tabla de valores y la grafica.

Para graficar la curva dada, siga las indicaciones paso a paso:

e Abra un nuevo archivo de GeoGebra y establezca en la VISTA GRAFICA, el plano polar.
e Leaycomprenda el desarrollo escrito a continuacion:

1. Intersecciones

Con el eje polar:

para@ =nny neZ, r=0

Conelejea90%para @ =2n+12y neZ, r=0

Las intersecciones con los ejes se reducen al polo r = 0. El haber obtenidor = 0 para8 = 0°y
6 =90° indica que la curva se acerca al polo siguiendo las direcciones de los angulos polares 0°y 90°.

4+ En GeoGebra, marque en el plano polar los puntos y datos correspondientes a este paso.
¢Cuales son esos valores?

2. Simetrias
Con respecto al eje polar:
Cambiamos 6 por —8 y observamos que la ecuacion se altera:
r =3sen2(—6) =3 sen (—260) = —3 sen 26.

Sin embargo, esto no indica que no existe la simetria; debemos ademas verificar la segunda regla, es
decir, reemplazar 8 porm — 6 yr por —r.

—r =3sen2(m—0)
—r = 3 sen 2w — 20)

—r = 3sen (—20)
—r =—3sen 26
r =3 sen 26
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Luego existe simetria con respecto al eje polar.
Con respecto al eje a 90°:
Se reemplaza 8 porm — 6
r=3sen2(m—0)
r =3 sen (2m — 26)
r = 3 sen(—280)
r=—3sen 260
NO CUMPLE.
Se reemplaza 6 por —6 yr por —r.

—r =3sen2(-6)

—r = 3 sen (—26)
—r =—-3sen 20
r =3 sen 26

Existe simetria con respecto al eje a 90°.
Con respecto al polo:
Se reemplaza r por —ry se observa que no cumple.
Se reemplaza 6 porm + 6.
r=3sen2(m+0)
r = 3 sen (2m + 26)
r =3 sen 20

Existe simetria con respecto al polo.
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3. Extension

Por la simetria con respecto a los dos ejes y al polo, sera suficiente estudiar la extensién para valores
de 8 correspondientes al primer cuadrante: 0 < 8 < 90°.

Para todo valor de 6 en el intervalo anterior, r existe con valores reales.

El valor maximo de r se obtiene cuando sen 26 =1, es decir cuando 26 =90° 6 6 =45° vy
correspondea r = 3.

El minimo valor ya lo obtuvimos para 8 = 0°y 6 = 90°.Y corresponde ar = 0, el polo.

4. Otros puntos de la curva

6 0° 15° 30° 45° 60° 75° 90°
2 0° 30° 60° 90° 120° 150° 180°
sen 260 0° 12 32 il 32 12 0
r =3 sen 260 0° 32 2,60 3 2,60 32 0

Con toda la informacion recabada, obtenga la curva en coordenadas polares.

4 Abrala Hoja de Calculo de GeoGebra. En A1, escriba: ang y luego sobre esta palabra con botén
derecho del mouse, elija Propiedades del objeto, en Texto, busque Simbolos y elija 8.

<4 Ahora copie la celda Al en B1, con las mismas indicaciones anteriores cambie el texto por 26.
Haga lo mismo en C1 y cambia texto por sen 26 y luego en D1 por 3 sen 26.

4 Para completar la tabla en la columna desde Al a A8 agregar los numeros
0°,15°,30°,45°,60° 75°90°, respectivamente. (Si la tabla no genera automaticamente el
nimero en radianes, ingrese a propiedades de cualquier objeto, luego en la parte superior

busque Preferencias — Avanzado y modifique de grados a radianes).

+

En B2 ingrese la formula = 2 * (A2) y copiar la celda hasta B8

’_

En C2 ingrese la formula = sen (B2) y copiar la celda hasta C8

4 En D2 ingrese la formula = 3 * (C2) y copiar la celda hasta D8
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4 Marque toda la tabla y elija del menu-tabla el icono color fondo (elija un color claro), luego en
borde.
4 Mantenga marcada la tabla. En menu de la izquierda elija tabla, esta se visualizara en VISTA

GRAFICA. Luego elija CREAR (puede poner antes en Nombre “Gréafica”).

5. Guardar archivo GeoGebra como PDF y adjunta en la tarea dispuesta en e-virtual (El archivo
GeoGebra debe contener la grafica y tabla).
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3 Lemniscata de Bernoulli

Las Lemniscatas estan definidas en coordenadas polares de la forma r? = a * cos (260) o de la forma

r? = a *cos (20)

Para esta actividad, es necesario que repita el procedimiento descrito en la rosa de 4 pétalos.

1. Identifique las intersecciones, simetrias, extensiones y grafique en GeoGebra la Lemniscata cuya

forma esta definida como r2 = 4 * cos (20)

2. Identifique las intersecciones, simetrias, extensiones y grafique en GeoGebra la Lemniscata cuya

forma esta definida como r2 = 4 * sen (26)
3. Cree un PDF para cada archivo GeoGebra de los puntos 1y 2, y adjuntelos en la entrega de e-

virtual.
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4 Curva de Agnesi

Una actividad deportiva de ciclismo recorre una determinada curva descrita sobre la colinade un cerro.

La curva proyectada sobre un plano (ver Figura 1) tiene las siguientes caracteristicas:

e Posee una asintota horizontal y = 0, a la derechay a la izquierda del origen.

e Alcanza su valor maximo justo al cruzar el eje Y, es decir, (0,a) estd en la curva y es su valor

maximo.

e Esta determinada por un Unico parametro a.

Resolver:

1. Determine la ecuacion del lugar geométrico de la curva de Agnesi. Para ello siga los siguientes

pasos:

A - a ]
e Pasol: Trace una circunferencia, con centro en el punto (O’E) y radio 5

e Paso2: Trace una tangente a la circunferencia, paralela al eje X, es decir una recta L, que pasa

por el punto (0,a)

e Paso 3: Desde el origen de coordenadas, trace rectas que corten a la circunferenciaen By a la

recta L en A.
e Paso 4: Trace una recta L, paralela al eje X que pase por el punto B
e Paso 5: Trace una recta L3 paralela al eje Y que pase por el punto A

e Paso 4: El punto genérico P de la Curva de Agnesi serd aquel en que se crucen las rectas Ly

L3 (ver la Figura 1).
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Figura 1

2. Habiendo determinado el lugar geométrico, calcule en GeoGebra, la Curva de Agnesi para
a = 5,10, 15. Mostrando su resultado algebraico y su grafica respectiva.

3. Anime el desplazamiento del punto B en GeoGebra, para visualizar el recorrido del punto P.
Guarde el archivo con su nombre, por ejemplo: “Nombre_Apellido.ggb”.
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