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Introduccion

El curriculum en la educacion chilena muestra los lineamientos que debe seguir la
ensefianza regular en el &mbito escolar, éste desde el sector matematica se abordan cuatro ejes
en la ensefianza media, entre ellos se caracteriza el eje denominado como “Algebra y
Funciones”. En éste eje se abordan tematicas entorno a algunos tipos de funciones, y es en
octavo basico donde tiene su primer acercamiento la nocidn de funcion. Esto se constituye como
una de sus bases que viene a tomar cuerpo la siguiente investigacion, se presentard el anélisis
documentado de textos referente a la ensefianza-aprendizaje del concepto de funcion para

estudiantes de ensefianza media.

Aqui se plantea si la ensefianza de este concepto es adecuado en el rigor matematico, es
decir, si en este ejercicios se hallan errores conceptuales. Al existir errores conceptuales trae
como consecuencia un mal uso del esta sofisticada herramienta matematica. Para evidenciar
estos errores es necesario clarificar con certeza la definicion del concepto de funcién y el error
detectado sea categorizado como tal, vale decir, si efectivamente es un error conceptual, esto
mediante documentacion bibliografica que denote este objeto de estudio en cada uno de sus

ambitos en el que se desarrolla culturalmente.



1. Planteamiento del Problema Objetivos del Estudio

1.1. Planteamiento del problema

El caracter importante de la nocién de funcion frente al curriculum nacional es extenso
en cuanto a continuidad temporal, dado que desde octavo basico a cuarto medio se ve
explicitamente este objeto matemético tan trascendental y util en la matemética aplicada,
analisis matematico, geometria analitica, topologia, probabilidades, algebra y en otras
disciplinas. Por lo que en un eje de estudio declarado en los planes y programas otorgados por
el Ministerio de Educacién de Chile (MINEDUC) estd explicitamente con el nombre de
“Algebra y Funciones”.

La transversalidad del concepto de funcidon le permite ser un objeto matematico
sofisticado que requiere una comprension, manipulacion, aplicacion, modelacion y
representacion rigurosa inherente a la abstraccion otorgada a ésta herramienta tan potente. Por
otra parte, el concepto de funcion posee variados registros de representaciones, las cuales
necesariamente deben ser consideras en la ensefianza-aprendizaje de esta para una comprension

efectiva de éste concepto.

No solo en la educacidn secundaria sino que hasta a las carreras técnicas como también
universitarias que estan relacionadas a la matematica incluye en sus programas la herramienta
de la funcién matematica, ya sea en la comprension del concepto de funcién al igual que en la
aplicacion de algunas funciones ya definidas, como por ejemplo, funcién lineal, afin, cuadrética,

entre otras.

El concepto de funcion no es un tema que esté ajeno a investigaciones, ya que es posible
hallar diversas publicaciones en las que existen sugerencias conceptuales, metodoldgicas,
didacticas y epistemoldgicas en torno a éste. En este mismo sentido es posible evidenciarlo en
el alcance de las propuestas existentes en los programas otorgados por el Ministerio de
Educacién, como en diversas teorias planteadas desde la Didactica de la Matematica.

Ante esto, el profesor de matematica no esta libre de caer en errores conceptuales que,
como por nombrar algunos, se hallan en la asignar significados no correspondidos a objetos

matematico completamente diferentes, esta el de ecuacion y funcion, razones trigonometricas y



funcion trigonométrica, derivada de una funcién y funcién derivada, curva y gréfica de una

funcion, ecuacién de una funcion, asegurar que una funcién es como una méaquina, entre otras.

Por lo tanto, a raiz de lo manifestado surge la pregunta ¢ Existen errores conceptuales en
la ensefianza del concepto de funcion presente en los documentos asociados a la ensefianza-
aprendizaje de estudiantes de educacion media? La respuesta a esta interrogante puede
responderse con el andlisis de los documentos de difusién de ensefianza de matematica en
contraste del significado de este objeto matematico que es el concepto de funcion a la luz de sus
diferentes niveles, a) Dimension matematica, b)Significado Curricular y c)Significado Holistico
(Godino & Batanero, 1994) (Pecharroman, 2013) (Avila Godoy, Ibarra Olmos, & Grijalva
Monteverde, 2010).

1.2.  Objetivos del Estudio
1.2.1. Objetivos Generales

O1. Conceptualizar el concepto de funcion en tres niveles, dimension matematica,
significado curricular y significado Holistico, para comprender su significado como
objeto matematico.

02. Detectar errores conceptuales en la ensefianza-aprendizaje del concepto de funcion
documentos asociados a la ensefianza-aprendizaje para estudiantes de ensefianza media.

03.  Evidenciar errores conceptuales en la ensefianza-aprendizaje del concepto de funcion

hallados en documentos insertos en el plano educativo de educacién media.

1.2.2. Objetivos Especificos

0ol. Comprender el origen evolutivo del concepto de funcion.

02.  Categorizar las variantes epistemoldgicas del concepto de funcion.

03.  Conocer el caracter otorgado al concepto de funcién en el &mbito educativo.

o4. ldentificar la importancia de los diversos registros del concepto de funcién como
fundamento de la ensefianza aprendizaje de éste.

05.  Recopilar documentos asociados a la ensefianza-aprendizaje para estudiantes de
ensefianza media.

06.  Detectar errores en documentos recopilados.



o7.  Contrastar errores detectados ante el significado del concepto de funcion como objeto
matematico.
08.  Presentar recurrencia de errores detectados que no proporcionan el conocimiento

adecuado para alcanzar los aprendizajes

1.3.  Justificacion del Estudio
Teniendo en cuenta la importancia que la Educacion le otorga al concepto de funcion
dentro de la matemética cabe el cuestionamiento de que si existen errores en la ensefianza-
aprendizaje del concepto de funcion para estudiantes de ensefianza media. Si asi, entonces es
necesario detectar los errores recurrentes en la ensefianza-aprendizaje de los estudiantes de
ensefianza media y evidenciar estos errores en la practica, de modo que al tener el significado

de este objeto matematico sea posible realizar un contraste que muestre estos errores.

Al detectar los errores conceptuales esté la posibilidad de que en estudios futuros se
establezcan propuestas de ensefianza que eviten estos errores conceptuales, que permitira el

logro de objetivos, tanto en las habilidades y aprendizajes asociados al concepto de funcion.



2. Marco Tebrico

2.1. Introduccion
El concepto de funcion es la nocion mas gravitante dentro de la matematica debido a
que es una herramienta interdisciplinaria, pues no solo es utilizada en matematica, sino también
posee gran importancia en fisica, astronomia, quimica, biologia, economia, entre otras areas del
conocimiento, por lo que no debe ser extrafio que el nacimiento y perfeccionamiento de su
definicion se halla en el desarrollo historico de la matematica, inmerso en diversos contextos

histdricos, filosoficos, religiosos y cientificos (Barahona Droguett, 2002).

En este capitulo se estudiara la Construccion del concepto de funcion, Importancia del
concepto de funcion en la Educacion Matematica y Fundamentos de la ensefianza-aprendizaje
del concepto de funcion, para construir de manera certera, profunda y lo més fidedigno posible
(Rodriguez G. & Valldeoriola R., 2009) acerca de las concepciones existentes en torno al

concepto de funcion.

2.2. Construccién del concepto de funcién
La construccidn del concepto de funcion es pertinente analizar desde dos puntos de vistas
convenientes, en la que se encuentra su construccion historica y su construccién epistemologica,
las cuales cobran importancia en su compresién y evolucion de esta, desde o mas primitivo que

pareciera lo que es una funcion a las abstracciones mas complejas que se han construido.

2.2.1. Construccion Historica
Actualmente el concepto de funcién es una herramienta sofisticada que ha permitido
avances propios para la matematica, como también se evidencia que es una herramienta
importante culturalmente, ya que en cada una de las edades en las que se suele clasificar la
historia universal el concepto de funcidn se ve ocasiones implicita y, en otras, explicitamente

involucrado en el paso de una época a otra.

2.2.1.1. Edad Antigua
El concepto de funcion aun no es definido en parametros estrictos y rigurosos, sin
embargo, en la antigiedad es posible diferenciar entre los aportes realizados por los griegos a

diferencia de lo descubierto por otras regiones del antiguo mundo, como Mesopotamia, Antiguo



Egipto, China e India, denotadas como “Matematica Antigua o Prehelénica” (Sastre, Rey, &
Boubée, 2008).

En el ambito prehelénico estaba ligado a situaciones de cambio y variacion que se
asociaban a la observacion de los astros, en especial el trabajo realizado por los babilonios es
destacable pues, de ellos se han encontrado tablillas, las cuales presentan e resultado de
multiplicaciones, divisiones, cuadrados, cubos, raices cuadradas y cubicas, con una fecha de
antiguedad estimada en los afios 2000 a.C. y 500 a.C.; otras evidencias de los babilonios, se
hallan en las tablillas astronémicas en las cuales se encontraron registros de datos referentes a
los periodos de visibilidad de un planeta y el angulo de éste con respecto al Sol (Sastre, Rey, &
Boubée, 2008). Cabe destacar que lo descrito por los babilonios responde a casos particulares,

sin concebir generalizaciones de cada resultado.

En la misma tdnica, la cultura griega es también destacable, dado que, basandose en la
proporcionalidad como herramienta, lograron describir cuantitativamente la relacion
establecidas entre dos magnitudes homogéneas, y el tratar problemas ligado a funciones sin
tener esta herramienta bien definida lograron establecer relaciones aritméticas y geomeétricas.
Es destacable el trabajo de Ptolomeo, quien dio con aportes claros para definir lo que hoy se

conoce como la funcién seno y coseno lo que demarca el comienzo de la trigonometria.

Finalmente, en este periodo es posible evidenciar tres tipos de registros primitivos que
conforman la definicién del concepto de funcién, descripcion verbal de la cual se subentiende
que son los planteamientos de problemas quedando en forma escrita; descripcion en tablas, que
se vislumbra en el registro de las tablillas babilonicas y en el uso de tablas en las relaciones
aritméticas y geomeétricas; y por ultimo, el lenguaje abreviado, que se interpreta como la
notacion primitiva de las notaciones modernas que dan el caracter reconocible al concepto de

funcién y sus aplicaciones.

2.2.1.2. Edad Media
La edad media, también conocida como la edad oscura, desde la perspectiva cientifica
pareciera que el avance cientifico y descubrimientos importantes no existieran, no obstante,
nacen conceptos fundamentales que componen al concepto de funcion como el téermino de
variable, el cual también surge de la necesidad del estudio del mundo natural y cotidiano,

estudios como calor, luz, densidad, distancia y velocidad media de un movimiento

2



uniformemente acelerado, estos términos hoy en dia se formulan algebraicamente en parametros

formales de funciones.

Nicolas Oresme (S. XIV) cred una representacion grafica (no es un plano cartesiano,
pues, los aportes de Descartes, quien propuso el sistema coordenado mencionado, se
caracterizan dentro de la Edad siguiente) y geométrica para representar relaciones existentes
entre magnitudes fisicas, lo que fue una primera aproximacion al concepto de funcién, con una
variable dependiendo del comportamiento de otra; esto se infiere de su frase: “Todo lo que varia,
se sepa medir o no, lo podemos imaginar como una cantidad continua representada por un
segmento”(Crespo & Ponteville, 2003; Parra 2015; Sastre, Rey & Boubée, 2008).

Segin D’hombres, 1987, citado en Jaimes (2012) bosquejos sugeridos por Nicolés
Oresme que consideraba tres tipos configuraciones diferentes se hallan las siguientes

representaciones:

l. Uniformemente Uniforme: Oresme dibuj6 una representacion velocidad/tiempo, en
la que los puntos de una recta horizontal representan sucesivos instantes de tiempo
(segun él denominados como longitudes) y, paa cada uno de estos instantes traza un
segmento (latitud) perpendicular a la recta de dicho punto. Se obtiene un rectangulo

para esta configuracion:

|

Figura 1. Uniformemente Uniforme

Il. Uniformemente deformes: La figura Uniformemente deforme corresponde a una
velocidad con aceleracion constante. La figura obtenida es un triangulo o un trapecio,

el cual dependera de la intensidad inicial de la cualidad.



Figura 2. Uniformemente deformes

M. Deformemente deformes: Corresponden a las aceleraciones constantes de la
velocidad. En contraste de las representaciones anteriores cuando la linea borde no

sea una recta corresponde a casos deformemente deformes:

Figura 3. Deformemente deformes

2.2.1.3. Edad Moderna
El inicio de la Geometria Analitica con los aportes de René Descartes permitid
comprender a la funcién como una relacién de dependencia, con la introduccion implicita del
sistema de coordenadas, con ello las llamadas curvas geométricas y el comienzo de las técnicas

que se utilizaran para el estudio de la teoria de las ecuaciones.

Asi mismo, en esta época, sobresalen los trabajos de Newton, Leibniz y Euler quienes
realizaron aportes a la simbolizacion del algebra y dieron las primeras definiciones explicitas de
funcién, definiciones que, segun lo investigado por Crespo y Ponteville (2003) compilan las
definiciones propuestas por estos importantes matematicos que dieron grandes aportes para la

humanidad. Entre ellas se encuentran:

“Ciertas longitudes tales como abscisas, ordenadas, tangentes, normales, etc. Asociadas
con la posicion de un punto en una curva” (Leibniz).

“Cuando un punto genérico P se mueve a lo largo de una curva, y su abscisa X, 0 su
ordenada Y, o cualquiera otra cantidad variable relativa a la curva, aumentaba o
disminuia; fluia”. “Dada una relacion entre cantidades fluentes, encontrar una relacion

entre sus fluxiones y reciprocamente” (Newton).



“Una funcion de una cantidad variable es una expresion analitica formada de cualquier

manera a partir de esta cantidad y nimeros o cantidades constantes” (Euler).

“Si x es una cantidad variable, entonces toda cantidad que depende de x de cualquier

manera o, que esté determinada por aquel se llama una funcién de dicha variable”

(Euler).

Evidentemente estas definiciones se sustentan en la vision dinamica, conciben la funcion
bajo los términos de variable y como un constante cambio de ellas produciendo otros valores.
Es importante destacar que hasta este momento aun no se evidencia el uso de la teoria de
conjuntos, la aplicacion de una relacion, producto cartesiano, sino que estos aparecen en una

proxima etapa.

2.2.1.4. Edad contemporanea

Comienza a surgir la notacidon caracteristica del concepto de funciéon “f(x)”, como
también las definiciones mas rigurosas ligadas a la teoria de conjuntos. En 1822 Josehp Fourier
escribié: “Una funcion general f(x) representa una sucesion de valores u ordenadas, cada una
de las cuales es arbitrario” (Citado por Crespo & Ponteville, 2003), esta definicion comienza a
dar nociones de la unicidad, no obstante, se limita al conjunto de partida dentro de un conjunto
numerable.

Por otra parte, se tiene primera definicion de funcion que contempla la unicidad de
correspondencia y quien lo formula Dirichlet segun sus palabras en 1837, diciendo: “Dos
variables x e y estan asociados de tal forma que al asignar un valor a x entonces, por alguna
regla o correspondencia, se asigna automaticamente un valor a y, se dice que "y" es una funcién
(univoca) de x”.

Para cerrar la definicion del concepto de funcién a lo largo de la historia y finalizar con
lo que hoy se conoce en términos de teoria de conjuntos fue propuesta en el siglo XX por los
matematicos Bourbaki en el afio 1939, citado por Shilov (2004), y lo definen: “Una funcion es
una regla de correspondencia entre dos conjuntos de tal manera que a cada elemento del primer
conjunto le corresponde uno y sélo un elemento del segundo conjunto”.

Finalmente, el andlisis historico muestra que las bases de la construccion del concepto
de funcién es fundamentado en las nociones de variable, dependencia, correspondencia y

transformacion, mostrando que esta construccidn presenta bases en la orientacion intuitiva y



subjetiva de cada uno de los aportes que a traves de la historia a permitido la construccion ya
completa y acabada del concepto de funcion. (Quintero & Cadavid, 2009).

2.2.2. Construccion Epistemoldgica
Para realizar una construccion epistemolégica del concepto de funcidn es pertinente
conocer las orientaciones filosoficas que determinaron las definiciones que surgieron a través
de la historia. Es en la antigua Grecia donde es posible asentar un debate filoséfico con dos
afirmaciones contrapuestas, y que el concepto de funcién se analiza en dos paradigmas
diferentes.

En cada uno de estos pensamientos se halla dos exponentes de estos pensamientos,
Heréclito que postula: “Todo cambia, todo se transforma” y Parménides, que afirma “La
inmutabilidad del ser, la negacion del movimiento y del cambio”. Bajo estas dos afirmaciones
es posible detectar la pretension en el paradigma, conforme a lo estudiado en la misma
construcciédn de la definicion del concepto de funcion, su perfeccionamiento y evolucion, desde

la experiencia hasta la abstraccion de ésta, lo podemos clasificar en una de estas visiones.

Al igual que la construccion historica del concepto de funcion, también suscita y se
vislumbra la construccion epistemoldgica del concepto de funcidn, que autores como Parra
(2015), Farfan (2008) presentan el desarrollo histérico y epistemolégico como un todo. Dada
las pretensiones de este estudio es pertinente separar estas construcciones; no estd demas
mencionar que el enfoque epistemoldgico del concepto de funcion se encuentra estrechamente
relacionado con su construccion historica. Para detallar este enfoque se abordaran las diversas
visiones que surgen desde la construccion epistemolodgica, estas se clasifican dentro de seis
categorias (Parra, 2015), que dependiendo del contexto historico, cultural, social y disciplinar

es donde cobra mayor sentido e importancia.

2.2.2.1. Lafuncion como correspondencia
La funcién como una correspondencia se relaciona y se sustenta basicamente en no
poseer la herramienta de la nocién de variables. El surgimiento de esta vision se evidencia en la
Edad Antigtiedad posibilitando gran ayuda a la hora de desempefiar labores como el registro de
datos en tabillas. La funcion como una correspondencia se puede hallar en el articulo publicado

por Sastre, Rey y Boubeé (2008), ésta correspondencia se puede hallar, como por ejemplo, en



tener una secuencia de numeros para contar; se puede decir entonces, que la nocién de funcion
tiene sus raices en el desarrollo del concepto de nimero al relacionarla con la evolucién historica

de la matematica.

En esta misma clasificacion se ve afianzada fuertemente las operaciones basicas de la
aritmética; se observa de forma implicita la nocién de funcion, como por ejemplo, la funcion
suma es un ejemplo de la funcién como correspondencia, este hecho, de que la operacion binaria
de suma es una funcién queda demostrado con herramientas que otorga el Algebra Moderna y
al catalogar la funcion suma dentro de los parametros actuales con lo que se conoce el concepto

de funcidn; ésta se sustenta por el concepto de Ley de Composicion Interna.

Como la funcién como correspondencia esta asociada al desarrollo del concepto de
namero y la enumeracion, las funciones de sucesiones y de series es posible catalogar en este
paradigma, dado que éstas son funciones de enumeracion en la que existe una correspondencia

que es posible enumera a pesar de que esta enumeracion sea infinita.

2.2.2.2.  Lafuncién como relacion entre magnitudes

De la forma que la funcion como correspondencia forma parte en lo cotidiano de la Edad
Antigua, esta vision se opone a la de correspondencia dado el conflicto de la matematica estatica
con la matematica dindmica, se detecta y hace presente el debate filoséfico de Heréclito y
Parménides. La vision filosofica de lo estatico estuvo presente un largo tiempo, donde “Los
Elementos” de Euclides predominaron el estudio de la geometria con la vision y relaciones
estaticas.

En el paradigma de la funcion como una relacion entre magnitudes se toma en cuenta el
concepto de variable dentro del concepto de funcion, el que se relaciona con lo de magnitud,
dando un sentido dindmico y en completo movimiento, este, hecho permitié el surgimiento de
conjuntos numericos, que en la antigiiedad no se concebian dentro de sus sistemas numéricos.

La visualizacién de la funcion como relacion entre magnitudes concibe y acoge como
propio el término de variable, éste sustenta a la matematica como un objeto algebraico de gran
riqueza y por ende al concepto de funcion en términos generales, le dota de identidad propia y
gue marca la gran diferencia entre el concepto de funcion versus con el de ecuacion, este Gltimo

acufia a la incégnita como término emblema y caracteristico (Wilhelmi, Godino, & Lasa, 2014).



2.2.2.3.  Lafuncién como representacion gréfica
En la misma tonica que proporciona la vision de la funcién como relacion entre
magnitudes se propone que el mundo que se encuentra en movimiento y que este también es
posible representarlo de manera visual en curvas, esquemas y graficos, y mediante un bosquejo
de una determinada situacion trabajar en este ambito. Algunos ejemplos de la funcién como

representacion gréafica se puede hallar el diagrama sagital, tablas de valores, curvas, entre otros.

Uno de los pioneros en trabajar en la funcién como representacion grafica fue Nicolas
Oresme (S. XIV), ya mencionado anteriormente, trabajé en un sistema de representacion
grafica, el cual no es el sistema coordenado cartesiano, sino que muestra bosquejos de

situaciones que se encuentran en movimientos y representarlos de manera geomeétrica.

La funcién como representacion grafica tiende a ligarse con las metaforas en la
ensefianza de la matematica, por ejemplo, se asocia a una curva como el resultado de la
trayectoria de un punto en movimiento, y éste sigue los determinados parametros expresados en
su forma analitica (Font, 2001); lo cual no es cierto, pues en rigor este punto no se mueve dentro

de la curva que ha sido representada de forma gréafica.

Otro enfoque de expresar la funcion como representacion grafica es cuando la curva de
una funcién es representada por un conjunto infinito de puntos que componen a ésta, de este
modo es necesario tener herramientas que otorgan la funcion como expresion analitica y la
funcion a partir de la teoria de conjuntos — que se presentaran en puntos posteriores —, ya que
la grafica de una funcion f es el conjunto formado por los puntos de coordenadas (x, f(x))
(Font & J., 2003).

2.2.2.4. Lafuncion como expresion analitica
Justamente con la aparicion de la Geometria Analitica se formaliza lo geométrico en
términos algebraicos, y se establece u puente entre la Geometria y el Algebra. En el siglo XVII,
la definicion analitica de la funcidn nace por dichos de Jean Bernoulli, cuya cita mencionada en
el trabajo de Boyer (1986, pag. 531), donde expresa: “Llamamos funcion de una magnitud
variable a una cantidad compuesta de cualquier manera que sea de esta magnitud variable y de

constantes”.



Los aportes de Euler permitieron afianzar la notaciéon de funcion que hoy se conoce,
siendo el primero en utilizar f(x) como la notacion para una funcion. De igual modo también
contribuye en el campo de las funciones con las funciones algebraicas y trascendentes (Farfan
& Garcia, 2008).

Es importante sefialar que las notaciones caracteristicas del concepto de funcion, que
hasta el dia de hoy son trabajadas, garantiza y que sostiene a la vision de la funcion como
expresion analitica un mejor trabajo que los otros paradigmas, pues, da la posibilidad de trabajar
fuera de tablas, graficas, entre otras, optimizando los recursos materiales y espaciales donde se
trabaja, y otorga al campo de la matematica el operar y manipular funciones de modo semejante

como se realiza en la aritmética.

2.2.2.5.  Lafuncion como correspondencia arbitraria

La correspondencia arbitraria centra su vision filosofica en lo estatico, parecido en gran
manera a la funcién como correspondencia a secas. Este paradigma epistemolégico responde
principalmente a un periodo donde se contaba con la notacion actual de una funcion y los
correspondientes conjuntos numéricos donde realizar las aplicaciones. Dirichlet en 1837,
mencionado por Barahona (2002), Parra (2015), Boyer (1986), entre otros — segun su definicion
del concepto de funcion ya expuesta en la construccion del concepto de funcidn histérica — por
primera vez, se considera a la funcion como una correspondencia arbitraria. Presenta su
afirmacion junto con un ejemplo la cual no responde a una funcién que esté bajo la concepcién
de la funcion como expresion analitica. La conocida funcion de Dirichlet:

£lx) = {1, si x'E [a,b] N (R\Q)
0,si x€€[a,b]NQ

En otras palabras, esta funcion desafia la vision de la funcion como expresion analitica

y la funcion como representacion grafica, pues no existe una curva que represente este tipo de

funcion.

De igual modo Riemann en 1858 aporta nuevamente al campo de la matematica con una
nueva definicion dando fuerza a la funcion como correspondencia arbitraria, con la siguiente
afirmacion: “Se dira que y es un funcion de x si a todo valor bien determinado de x le
corresponde un valor bien determinado de y y cualquera que sea la forma de la relacién que una

a x y a y” Riemann citado por Parra (2015).



2.2.2.6. Lafuncion a partir de la Teoria de Conjuntos
La funcion dentro de este ultimo paradigma que se define dentro de la Teoria de
Conjuntos, la cual surge dado el avance de la abstraccion de la matematica; en este paradigma
el Algebra Abstracta y la Topologia sustentan al concepto de funcion dentro de la abstraccion

de la Matematica, otorgandole un estatus prominente en ésta (Parra, 2015).

La funcion a partir de la Teoria de Conjuntos establece la definicidn alcanzada en la
edad contemporanea, esta definicion con su importante grado de abstraccion fue aportada por
los matematicos Bourbaki, esto mencionado por Shilov (2004). Esta definicion del concepto de
funcién es actualmente la que predomina en la formacion universitaria de estudiantes que cursan

asignaturas matematicas, donde dan el realce a su comprension.

2.3.  Concepto de Funcion en la Educacion
El concepto de funcion dentro de la educacién cobra importancia y relevancia la cual
debe ser conocida, desde su importancia a rasgos generales hasta las concepciones

trascendentales que posee el curriculum nacional frente a la educacién regular.

2.3.1. Importancia del Concepto de Funcion en la Educacion Matematica
Segun informe de Arturo Mena (2010), menciona el concepto de funcion, limite,
continuidad, la dificil introduccidn de los nimeros indo-ardbigos en Europa, por mencionar
algunos, clasificados dentro de las herramientas matematicas que han tenido una lenta evolucion
en su construccion, y por ende su dificil introduccion en el ambito educativo. Ya desde el afio
1908 — aproximadamente — Félix Klein se ocup6 en la formacion de profesores de matematica,
mencionaba que el concepto de funcion es el mas importante de la matematica, en consecuencia

los profesores debian dominar completamente ésta herramienta tan sofisticada.

Tomando en cuenta el conocimiento del avance histérico de la formalizacion del
concepto de funcion, se logra apreciar que su definicion abstracta y conceptual rigurosa que se
tiene al alcance de los estudiantes parece contradictorio y curioso que los programas de cursos

matematicos, como en Andlisis, el avance curricular es contrario al avance histérico de



conceptos troncales de estos cursos, como muestra la tabla tomada de Bagni (2004) “Una

experiencia diddctica sobre funciones en la escuela secundaria’™*:

Conjuntos 'y —  Limites, — Derivadas — Integrales
funciones funciones
continuas

Cantor (1875) « Cauchy vy — Newton y — Kepler (1615),
Bourbaki Weierstrass Leibniz Fermat (1638).

(1939) (1821) (1665) *Arquimedes
Figura 4 Avance conceptual de formacién de Andlisis versus avance temporal conceptual

Evidentemente de estos conceptos fundamentales del Analisis en la matematica el ultimo
en aparecer en contraste de los otros conceptos es el concepto de funcion. EI curriculum
Nacional de Matemaética para ensefianza secundaria no es ajeno a este fenémeno del avance
conceptual; por mostrar un ejemplo, es que para cursos de formacion diferenciada en estudiantes
de Tercero y Cuarto medio es posible participar del curso Limites, Derivadas e Integrales
(Ministerio de Educacion, 2020), donde el concepto de funcion es la herramienta mas importante

de éste.

De esto expresado se infiere que el concepto de funcién es una herramienta fundamental
en la Educacién Matematica, tanto en la matematica elemental y por ende a la matematica

avanzada y que requiere mayor grado de abstraccion.

2.3.2. Definicion del Concepto de Funcion en la Educacién Matematica
Actualmente existen diversos textos de estudio, tanto para estudiantes universitarios
como para estudiantes de ensefianza secundaria; en ellos se halla definiciones con méas de un
enfoque epistemolégico. A continuacién se presentan algunas definiciones sugeridas por textos

considerados importantes dentro de la formacion en Educacién Matematica:

James Stewart menciona: “Una funcion f es una regla que asigna a cada elemento x de

un conjunto A exactamente un elemento Ilamado f(x), de un conjunto B” (2012).

! Esta tabla fue originalmente fue tomada de Hairer, E. & Wanner, G.: 1996, Analysis by its History: Springer-Verlag,
New York.



El texto para estudiantes universitarios de Tom M. Apostol menciona la siguiente
definicion a considerar: “Dados dos conjuntos de objetos, el conjunto X y el conjunto Y, una

funcién es una ley que asocia a cada objeto de X uno y sélo un objeto de Y’ (2001).

En el texto Célculo y Geometria Analitica de Larson, indica: “DEFINICION DE
FUNCION REAL DE UNA VARIABLE. Sean X e Y dos conjuntos de niimeros reales. Una
funcion real f de una variable real x de X a Y es una correspondencia que asigna a cada nimero

x de X exactamente un numero y de Y (1999).

Por otra parte, en Algebra Moderna de Herstein trata el concepto de funcion como
aplicacion de la manera siguiente: “Si S y T son conjuntos no vacios, entonces una aplicacion
de S en T es un subconjunto M de S x T, tal que para todo s € S hay un solo t € T tal que el

par ordenado (s, t) estaen M” (1980, pag. 21).

El texto Geometria Analitica de Lehmann define: “Si dos variable, x e y, estan
relacionadas de tal manera que para cada valor asignado a la x dentro de su intervalo, quedan
determinados uno o mas valores correspondientes de y, se dice que y es una funcién de x”
(1989, pag. 286)

El texto Algebra Superior de la serie Schaum propone la definicion de funcion luego del
estudio de Teoria de Conjuntos y Relaciones, definiendo: “Una funcion es una relacion tal que
cada elemento del dominio tiene su par con un solo elemento del rango” (Spiegel & Moyer,
2007).

Desde la arista de la educacion basica se presenta en el texto escolar para octavo basico
las siguientes definiciones planteadas en un mismo texto de estudio, expresando: “Una funcion
f de un conjunto A en un conjunto B (f: A — B) es una relacion que asocia a cada elemento x
de A un Unico elemento y de B” y nuevamente lo define: “Una funcion es una relacion entre dos
variables x e y, de manera que a cada valor x, llamado preimagen, le corresponde un tnico valor

de y, llamado imagen” (Torres Jeldes & Caroca Toro, 2019).

Se observa el caracter riguroso que pretende la educacion matematica en el enfoque de
funciones. Por lo que se espera que los educados matematicamente tengan y posean el rigor

suficiente de la comprension completa y acabada del concepto de funcion.



2.3.3. Concepto de Funcién en la Curriculum Nacional
El término de Funcién en los programas de estudio de matemética que propone el
curriculum Nacional aparece un eje tematico con el nombre “Algebra y Funciones”,

mencionando lo siguiente:

“En este eje, se espera que los estudiantes comprendan la importancia del
lenguaje algebraico para expresarse en matematica y las posibilidades que
ese lenguaje les ofrece. Se espera que escriban, representen y usen
expresiones algebraicas para designar nimeros; que establezcan relaciones
entre ellos mediante ecuaciones, inecuaciones o funciones, siempre
orientadas a resolver problemas, y que identifiqguen regularidades que les
permitan construir modelos y expresen dichas regularidades en lenguaje
algebraico. Este eje pone especial énfasis en que los estudiantes aprendan a
reconocer modelos y ampliarlos, y desarrollen la habilidad de comunicarse

por medio de expresiones algebraicas.

Los aprendizajes en Algebra y Funciones se relacionan fuertemente con el
eje de Numeros; un trabajo adecuado en ambos ejes permitira que los
estudiantes comprendan y desarrollen conceptos nuevos cuando cursen
niveles superiores, y fortalezcan los adquiridos en el ciclo anterior. Se espera
que, al final de este periodo, comprendan y manipulen expresiones
algebraicas sencillas, y establezcan relaciones entre estas expresiones
mediante ecuaciones o inecuaciones. Especialmente, se pretende que puedan
usar metéforas para interiorizarse del concepto de funcion y como utilizarla
para manipular, modelar y encontrar soluciones a situaciones de cambios en
diferentes &mbitos, como el aumento de ventas en un tiempo determinado. Se
espera que transformen expresiones algebraicas en otras equivalentes para
resolver problemas y que sean capaces de justificar su proceder; que
expresen igualdades y desigualdades mediante ecuaciones e inecuaciones y

que las apliquen para resolver problemas; que comprendan las funciones



lineales, las funciones cuadraticas y sus respectivas representaciones, y que

resuelvan problemas con ellas .

Es en Octavo basico donde de manera explicita describe que la nocién de funcion debe
ser aprendida por los estudiantes, asegurando esto en su Objetivo de Aprendizaje 7 (OA7) que
menciona: “Mostrar que comprenden la nocién de funcion por medio de un cambio lineal:
Utilizando tablas. Usando met&foras de maéquinas. Estableciendo reglas entre x e y.
Representando de manera gréafica (plano cartesiano, diagramas de Venn), de manera manual y/o
con software educativo” (Ministerio de Educacion, 2016), donde a grandes rasgos se interpreta
que el estudiante debe comprender la nocion de funcion desde los paradigmas de “La funcion
como correspondencia”, “La funcidon como relacion entre magnitudes” y “La funcion como una

representacion grafica”.

Dada la gran importancia y énfasis que pone el curriculum Nacional vigente no solo en
Octavo Bésico proponiendo la comprension de la nocidn de funcién, sino que también continla
el Concepto de Funcion en la formacion en su educacidn regular. No estd demas mencionar que
el este concepto también es de gran importancia en la educacion superior en carreras afines de
la Matemaética, donde es fundamental para apropiarse de los conceptos como Derivadas e
Integrales.

2.4. Funcion en la Matematica
A pesar de conocer los fundamentos epistemoldgicos, histéricos y educaciones del
concepto de funcion y de como este trasciende a otras ciencias, es interesante su naturaleza
matematica y de como es definido éste toma su presencia en la formalidad. Donde este se estudia
generalmente en cursos iniciales de algebra en ensefianza superior. Por lo cual, los siguientes
apartados estaran en el orden relativo que se le asigna en éstos cursos, tomando como referencia

apuntes de algebra de Ingenieria Matematica (2013).

Este andlisis es caracterizado a partir de la concepcion epistemologica de la funcion a
partir de la Teoria de conjuntos, por lo tanto este analisis esta completamente cefiido a la

matematica contemporanea y bajo lo que se conoce como algebra de funciones.

2 Este propdsito se puede hallar en los programas de estudio de séptimo basico a segundo medio.



El concepto de funcidén toma sentido en la Teoria de Conjuntos mediante conceptos como
Producto cartesiano y relaciones, donde la funcion toma carécter importante y uno dentro del

conjunto de todas las relaciones de un producto cartesiano.

2.4.1. Definicién de Funcidn

Sean A y B conjuntos. Llamaremos funcion de A en B a cualquier f € A X B tal que
(Va€e A)(3'beB)(a,b)€ef

Se esto es caracterizado por la notacion f: A — B, siempre y cuando f es funcion de A

en B.

2.4.2. lgualdad de funciones

Sean A4, B,C y D conjuntos. Si f:A — By g: C — D son funciones, entonces:

I( Dom(f) = Dom(g)
A
f=ge 4 Rec(f) = Rec(g)

A
L(Vx € Dom(f))f(x) = g(x)

2.4.3. Inyectividad
Definicion
Para los conjuntos A y B. Sea f: A — B una funcion. Diremos que f es inyectiva si se
cumple que

(Vxq,x, € A) (X1 # %2 = f(x1) # f(x2))

O equivalentemente, si se cumple que:

(Vx1, %3 €A) (f(x1) = f(x2) = x1 # x3)

2.4.4. Sobreyectividad
Definicion
Se tiene los conjuntos A y B. Se tiene la funcion f: A — B. Diremos que f es

sobreyectiva si se cumple que

(VyeB)@Ex € A)y = f(x)



2.4.5. Biyectividad
Sean A y B conjuntos y f: A — B una funcion. Diremos que f es biyectiva si es

inyectiva y sobreyectiva a la vez.

2.4.6. Funcion Inversa
Sean Ay B conjuntos, con f: A — B funcion, donde f es biyectiva se define la funcion inversa

de f, denotada como f~1 por:
(vxe A)(VyeB) fx) =y o f(y)=x

2.5.  Fundamentos en la Ensefianza-Aprendizaje de Funciones
Dada las diferentes variantes epistemoldgicas del concepto de funcién emergen los
Ilamados registros de representaciones, estas tomadas en cuenta por la Teoria de Registros de
Representacion son las que permiten al estudiante ver de diversos modos los objetos
matematicos, dando la importancia que “la comprension de la matematica requiere de una
coordinacion interna entre los diversos sistemas de representacion semioticos posibles que se

pueden elegir y usar” (Duval, 2006).

En la misma ténica de la diversidad epistemologica del concepto de funcion y en relacién
con teorias de aprendizaje estan los Modos de Pensamiento propuestos por Sierpinska (2000),
que originalmente planteo ésta teoria bajo el contexto de un curso que ella impartia de Algebra
Lineal, ella en pro de la superacion de los obstaculos epistemoldgicos que integra el aspecto
geométrico con la compresion de los aspectos tedricos. En consecuencia de su estudio expone

en su propuesta que consta de tres modos de pensamiento:

e Modo sintético-geométrico: Propone que la mente trata de describir directamente el
objeto matematico. Utilizando la representacion gréafica, teniendo visualmente puntos,
lineal, planos, curvas, entre otras.

e Modo analitico-aritmético: En este sentido los objetos matematicos se dan mediante
relaciones numeéricas, férmulas o ecuaciones. Se puede hallar, expresiones como, el
vector pasa a ser un par ordenado, las rectas pasan a ser ecuaciones lineales.

e Modo analitico-estructural: Los objetos son representados por las propiedades que
poseen o que los axiomas que permiten demostrarlos. Por lo tanto, se comprende su

propiedad intrinseca de manera rigurosa.



Reafirmando éstas interpretaciones, de que la multiplicidad de registros representativos
que ofrece el concepto de funcidn, con su destacada importancia dentro de la Matematica, se
generan distintos niveles de abstraccion y comprension para el aprendiz (Ramos, 2005), por lo
que las teorias referidas son de gran utilidad para tener en cuenta en la ensefianza del concepto

de funcion.

En este mismo sentido es pertinente sefialar que aprendizaje de las funciones se da
siempre y cuando se desarrolle la capacidad de las y los estudiante para interpretar y usar cada
una de las representaciones del concepto de funcion. Asi mismo la capacidad de traduccién de
uno a otro indica la comprension del mismo (Rico, 2000).

En este mismo lineamiento Michéle Artigue (1995, pag. 109) propone que la
comprension del concepto de funcion amerita una flexibilidad, no obstante, el desarrollo de esta
flexibilidad presenta dificultades, pues, se necesita tener la habilidad de relacionar la funcién
vista como un proceso Yy la funcion vista como una entidad conceptual de manera flexible; la
dificultad por la carencia de esta flexibilidad se halla en los estudiantes al momento de enfrentar

cursos de Célculo y Anélisis.



3. Marco Metodologico

3.1. Disefio Metodologico

La investigacion tiene un caracter cualitativo dado los objetivos generales de este trabajo
apunta a la compresion del significado del objeto matematico, para este caso es el concepto de
funcion, la deteccion de errores en documentos de acceso para estudiantes de ensefianza media
y también evidenciar estos errores conceptuales. Es decir, se caracteriza como metodologia
cualitativa, pues trata de describir y evidenciar un fendmeno educativo, en especial en
estudiantes de ensefianza media de Chile, apoyado en el estudio enfocado a documentos escritos
(Latorre, Rincon, & Arnal, 2003).

La metodologia cualitativa para esta investigacion se reafirma en el sentido de que la
problematica en estudio busca describir una situacion que sucede a diario en las salas de clases
de estudiantes de ensefianza media, que es el dar significados e interpretaciones no fidedignas
con respecto al concepto de funcion, deformando muchas veces la vision concreta de lo que es

la matematica en rigor. Denzin y Lincoln (2005) mencionan:

“La investigacion cualitativa es una actividad que localiza al observador en
el mundo. Consiste en un conjunto de practicas interpretativas que hacen al
mundo visible. Estas préacticas transforman el, lo convierten en una serie de
representaciones, que incluyen las notas de campo, las entrevistas,
conversaciones, fotografias, registros y memorias. En este nivel, la
investigacion cualitativa implica una aproximacion interpretativa vy
naturalista del mundo. Esto significa que los investigadores cualitativos
estudian las cosas en su contexto natural, intentando dar sentid o interpretar

)

los fenomenos en funcion de los significados que las personas le dan.’

En este sentido, ésta se interesa en estudio de fendmenos del contexto natural
e historico, como también, por los significados que se atribuyen a una cultura en
particular, en nuestro caso es en el ambito de la educacion matematica. Sin embargo,
para que este estudio tome mayor subjetividad posible es deseable que el investigador
anule los prejuicios y valores previos que este posea, de modo que sea posible sesgar

los resultados; no obstante, al no anular estos prejuicios se tornara en un obstaculo



dentro de la investigacion, en consecuencia éste no interpretara adecuadamente los
resultados (Rodriguez G. & Valldeoriola R., 2009)

3.2. Tipo de Estudio: Estudio de caso
Se utiliza el estudio de caso por tener la flexibilidad y el sentido orientador al acceder a
la comprension de un fenémeno en particular. Considerando, que el estudio de casos es una
investigacion empirica donde se estudia un determinado fendbmeno contemporaneo al momento
de la investigacion, en especial cuando los limites entre el fendmeno y su contexto no son

claramente evidentes (Yin R. , 1994).

Existe un debate respecto de la pertinencia del estudio de caso como investigacion
cualitativa, ya que por naturaleza no es estrictamente cualitativo. En esta misma ténica autores
también discrepan referentes a si esta tipologia de estudio, esto dado que su interés de estudio
responde a un caso particular, o varios (Rodriguez G. & Valldeoriola R., 2009); en algunas
disciplinas es considerado con un rol auxiliar y devaluado en el desarrollo cientifico (Matinez
C., 2006).

Segln Rodriguez & Vallderiola (2009) caracterizan la multiple denominaciones en
categorizaciones que puede ser regida y orientada el estudio de caso, y que para responder a las
orientaciones de esta investigacion, se cifie bajo la perspectiva de Robert Yin, autor
caracteristico y representativo de los estudios de casos, que segin Jiménez y Comet (2016), Yin
es un sugerido como referencia obligatoria en metodologias de investigacion de tipo de estudio
de caso. Conforme sefiala Yin (2009) es pertinente tener en cuenta que el estudio de caso es un
“proceso lineal pero iterativo”, de modo para representar esta afirmacion se presenta la siguiente

figura:

/ i \
Plan e Disefio ‘/ Recoger

Compartir —] Analizar

Figura 5. Proceso lineal e iterativo®

3 Figura tomada de Metodologia de la Investigacion (Rodriguez G. & Valldeoriola R., 2009)



Segun Stake (2005) considera que los estudios de casos se pueden categorizan dentro de
tres tipos de investigaciones, intrinseco, instrumental y caso multiple o colectivo, donde éste
ultimo es descrito como un estudio instrumental extendido a mas de un caso. Los casos pueden
ser similares, como también, tampoco pueden ser similares, si existiese esta similitud la no es
relevante tomar en cuenta. Por tanto, en este trabajo se realizard bajo un caso multiple o

colectivo.

Los casos a estudiar en esta investigacion se centrd en dos situaciones concretas dada la
naturaleza de los Objetivos Generales de esta investigacion, una en la conceptualizacion del
concepto de funcién como objeto matematico, considerando la construccién historica y
epistemoldgica, la concepcidon del concepto de funcion dentro de la educacion y los fundamentos
de ensefianza-aprendizaje del concepto de funcion de forma asertiva relacionada con el O1. En
segundo lugar, el caso de estudio esta centrado en la deteccidn de los errores conceptuales la
documentacion accesible para estudiantes de ensefianza media esta relacionadas con O2 y O3.

3.3.  Muestra de Estudio
Es importante sefialar, antes de declarar la muestra en estudio, por el tipo de
investigacion, que en este trabajo es el de “estudio de caso”, por ende los estudios no son
representativos de una muestra de una poblacion o de un universo en concreto en lo que sea
posible generalizarlo estadisticamente, sino que se pretende interpretar a proposiciones teoricas,
debido que el objetivo del investigador en este tipo de estudio es una generalizacion mediante

un analisis riguroso y no de en enumerar frecuencias (Jiménez Chaves & Comet W., 2016).

Con la pregunta de investigacion que orienta a este trabajo: “¢Existen errores
conceptuales en la ensefianza del concepto de funcion presentada en los documentos que los
estudiantes de ensefianza media tienen acceso? " se define explicitamente que la muestra de este
estudio no corresponde a individuos o estudiantes, sino que se centra en el analisis de los
significados otorgados al concepto de funcion en documentacion accesible para estudiantes de

ensefianza media, que consecuentemente se detectaron errores conceptuales de estos.

Dado que se tienen dos estudios de caso, que es la conceptualizacion del concepto de
funcién para comprender su significado como objeto matematico y la deteccion de errores

conceptuales del concepto de funcion en documentos accesible para estudiantes de ensefianza



media. La siguiente tabla responde a la caracterizacion de la muestra de estudio para cada uno

de ellos:

Tabla 1. Muestra de estudio

Estudio de caso Muestra

(a) Conceptualizacion del concepto de Definicion matematica.

funcion para comprender su significado ®  Significado en el curriculum nacional.
como objeto matematico. Significado en los textos del estudiante.

Significado  Holistico  (Histérico 'y

Epistemologico).

e Programas de estudio de Matematica de
Octavo Basico, Primero medio y Segundo
medio.

e Textos de Matematica del estudiante.

e Planificaciones de Matematica.

(b) Deteccion de errores conceptuales en la
ensefianza-aprendizaje del concepto de
funcién en documentos accesibles para
estudiantes de ensefianza media.

3.3.1. Criterio de eleccion muestras de estudio
Al tener dos estudios de caso en esta investigacion se asignan criterios diferentes para
ambos, ya que no existen similitudes entre estos dos estudios de caso, referente a las intenciones

de cada uno de estos estudios.

3.3.1.1.  Estudio de caso (a)
Para delimitar los criterios de eleccion para la muestra de éste estudio se consideraran
aquella fuente documentada en la que sea pertinente evidenciar definiciones y desarrollo del
concepto de funcién. Bajo la basqueda de esta fuente documentada se corrobora que los autores

consideraros sean citados en otros trabajos en mas de una oportunidad.

Criterios:

1. Textos de estudios sugeridos en bibliografia de cursos de matematica de educacién
superior.

Programas de Estudios de Matematica de ensefianza media.

Tesis relacionadas al concepto de funcion.

Articulos de revistas respecto a la evolucion del concepto de funcion.

Articulos de revistas respecto concepcion epistemoldgica del concepto de funcion.

o o > w DN

Textos de didactica de la matematica.



3.3.1.2.  Estudio de estudio (b)

Bajo una premisa semejante que los criterios del estudio (a) se considera la fuente
documentada que sea de acceso para estudiantes de ensefianza media, en especial de octavo
béasico, primero medio y segundo medio, sin embargo, un aspecto que difiere del estudio (a) es
que no se considerara exclusivamente aquella fuente prestigiosa que sea referida o recomendada
mas de una vez, pues se necesita evidencia documentos que los estudiantes de ensefianza media

tienen acceso facilmente.

Criterios:

1. Programas de Matemaética Octavo bésico, Primero medio y Segundo medio.
2. Textos de matematica para el estudiante de los cursos a estudiar de méas de una editorial.

3. Planificaciones de clases de matematica relacionadas al concepto de funcion.

3.4. Téecnicas de Investigacion

Esta investigacion al tener dos estudios de caso se definen las siguientes técnicas de
investigacion para cada uno de los estudios de caso

Tabla 2. Técnicas de investigacion

(c) Conceptualizacion del concepto de ° Revisar y analizar investigaciones de tipo

funcidn para comprender su significado hlstor!co-eplstemqlc_Jg|cas.
como objeto matemético. e Estudiar y explicitar el concepto de
funcién en el ambito educativo

e Caracterizar fundamentos de ensefianza-
aprendizaje del concepto de funcién.

e Contrastar cada tipo de documentos
referente al concepto de funcion para
estudiantes de  ensefianza  media,
mediante:

a) Definicion Matematica

b) Definicion Epistemoldgica

c) Fundamentos de ensefianza-aprendizaje

(d) Deteccion de errores conceptuales en la
ensefianza-aprendizaje del concepto de
funcién en documentos accesibles para
estudiantes de ensefianza media.

3.5. Credibilidad
El que esta investigacion no sea cualitativa no le resta credibilidad a la interpretacion de
los datos, pues al tener una metodologia cualitativa con sustento tedrico y argumentos concretos

de lo que representa éste tipo de investigacion. Por tanto, para asegurar la credibilidad de esta



investigacion se aplicara un proceso de triangulacién de la informacion obtenida, la cual

contempla un caracter tedrico y también metodolégico.

Segun Okuda y Gomez-Restrepo (2005) define el método de la triangulacion como:
“término metaférico representa el objetivo del investigador en la bldsqueda de patrones de
convergencia para poder desarrollar o corroborar una interpretacion global del fenémeno
humano objeto de la investigacion y no significa que literalmente se tengan que utilizar tres

métodos, fuentes de datos, investigadores, teoria 0 ambientes”.

Al aplicar éste método se espera que las debilidades de cada estrategia en particular no
se sobrepongan con las debilidades de las otras, permitiendo que las fortalezas de estas se sumen.
Es decir, al utilizar una sola estrategia los estudios son méas sesgados y no permite visualizar
adecuadamente la intencion de la investigacién, por ende, se caracteriza la investigacion con
una sola estrategia de estudio como una investigacion débil en comparacion con una

investigacion que ejecuta mas de una estrategia.

Dicho de otro modo, en esta investigacién se consideran que ambos estudios de caso (a)
y (b) se sustenten bajo un método de triangulacion dada las técnicas seleccionadas como

estrategias de investigacion para cada estudio de caso.



4. Presentacion y Analisis de los Datos

4.1. Significado del concepto de funcién

En el sentido de esta investigacion, la cual tiene como propdsito detectar errores
conceptuales del concepto de funcidn en la ensefianza aprendizaje para estudiantes de ensefianza
media, es pertinente definir las técnicas de deteccion de estos errores. Estas técnicas sustentadas
en el marco metodologico prescinden de la caracterizacion del concepto de funcién. Con el
estudio llevado a cabo en el marco teorico de este trabajo permite orientar el significado del
concepto de funcion como un objeto matematico potente, el cual ha sido construido
culturalmente bajo diversos contextos, tanto matematico, historico, epistemoldgico, educacional
y en la fundamentacion del aprendizaje de este. Por tanto, el tener solo una definicion que aine
todos los contextos involucrados es practicamente inconveniente, pues esta se podria

caracterizar con solo alguna de estas.

En consecuencia, dado el marco teérico de este trabajo se suscitan tres definiciones
globales que abarcan cabalmente lo que refiere al concepto de funcion, que es definicién
epistemoldgica, definicion educacional y fundamentos de la ensefianza-aprendizaje, todo esto
en responder al significado de éste objeto matematico.

4.1.1. Definicion Epistemoldgica

Dado el caracter sofisticado del concepto de funcién y este como herramienta
matematica transversal e interdisciplinaria cobra sentido en la visidén que se encuentre. Ademas,
por lo proporcionado por autores como Youschkevitch (1975), Kleiner (1989), Sastre, Rey y
Boubée (2008), Diaz Gomez (2013) y Parra (2015), sefialan que la construccion histérica y
epistemoldgica del concepto e funcién es un hecho a la par, sin embargo, la definicion
epistemoldgica aporta al significado del concepto de funcion para los fines de este trabajo de
investigacion; de este modo se pueden representar la siguiente de resumen que cada uno de los

seis paradigmas donde se puede categorizar el concepto de funcion:

Tabla 3. Definicién epistemoldgica del concepto de funcién

La funcidén como correspondencia Concepto de nimero
Tablas
Aritmética béasica (adicion, sustraccion,
multiplicacion, division)




Enumeracion
Sucesiones
Series
La funcién como relacién entre magnitudes Concepto de variable
Interpolacion y extrapolacion en la busqueda
de variables
Relacion entre magnitudes fisicas
La funcion como representacion grafica Representaciones de curvas
Diagrama Sagital
Bosquejo de situaciones que se modelan
mediante funciones
La funcion como expresion analitica Ecuacion (o formula) de una funcion
Puente entre la geometria y el algebra
La funcion como  correspondencia Regla univoca entre un valor x e y

arbitraria Funciones discontinuas
La funcion a partir de la Teoria de Teoriade conjuntos
Conjuntos Relaciones

Dominio y Recorrido

Ya con los paradigmas epistemoldgicos caracterizados constituyen una definicion
abierta del concepto de funcidn, la cual es un referente al momento de realizar un analisis errores
conceptuales del concepto de funcién en la ensefianza aprendizaje, evidenciando y

categorizando la orientacion epistemoldgica de los documentos a estudiar.

4.1.2. Definicion Educacional

La definicion educacional del concepto de funcién no solo se enmarca del quehacer
escolar o de la ensefianza regular, sino que este responde a lineamientos propios de la
matematica, que a su vez ésta al se caracteriza con diversas ramas de estudio, entre las mas
importantes se hallan Aritmética, Algebra, Analisis, Geometria, Estadistica y Probabilidad, Por
tanto, es necesario definir el concepto de funcion en cada una de éstas para conceptualizar el
significado del concepto de funcion que tienen apropiadas estas ramas importantes de la
matematica. No esta demas mencionar que el quehacer matematico no responde a los
requerimientos del ambito educacional sino que es propia de esta ciencia tan profunda. Cabe
destacar que las definiciones apropiadas por cada una de las ramas importantes de la matematica
responden también a uno o méas paradigmas de la concepcion epistemoldgica del concepto de

funcion.



El proposito de hallar la definicion del concepto de funcion en las areas de la matematica
ya mencionadas se podrd conceptualizar el proposito educacional implicito del concepto de
funcién, para que al momento de realizar la triangulacién descrita en el marco teorico de este
trabajo se determine el area matematica implicita y por ende validar su orientacion

epistemoldgica.

Por tanto, al igual que la definicion epistemoldgica la definicion educacional no tendra
una definicion concisa que apropie todos los puntos de vistas que las diversas areas aplican en
el quehacer matematico de cada una de éstas. Para este fin de definir de manera abierta el
concepto de funcidn se categorizaran en una tabla el area de la matemaética relacionandola con
una definicion del concepto de funcion caracterizada en un texto importante y junto con la

definicion (o definiciones) epistemoldgica que se puede asociar a esta.

Tabla 4. Definicién del concepto de funcion en las areas de la matematica

DEFINICION DEL CONCEPTO PARADIGMA(S)

DE FUNCION EPISTEMOLOGICO
ARITMETICA Siempre que una gantldad varla_brle e La funcién como correspondencia
depende, de otra se dice que es funcion o |5 funcion como relacion de
de esta ultima. magnitudes.
Aritmética de Baldor
ALGEBRA SI Sy T son c_onjqr)tos N0 VacClos, , |, funci6n a partir de la teorfa de
entonces una aplicacion de S en T €S conjuntos
un subconjunto M de S x T, tal que
paratodo s € S hay un solo t € T tal
que el par ordenado (s, t) estaen M.
Herstein, Algebra Moderna.
GEOMETRIA Si qlos variable, x e y, estan _ | . funcisn como representacion
relacionadas de tal manera que para  grafica
cada valor asignado ala x dentrode su e La funciéon como expresién
intervalo, quedan determinados uno o analitica .
més valores correspondientes de y, se * Lafuncion como correspondencia
dice que y es una funcién de x. ;Zg;ﬁ’tﬂg':s” Sl I
Lehmann, Geometria Analitica
ANALISIS Dad_os dos conjuntos <_je objetos, el La funcién a partir de la teorfa de
conjunto X y el conjunto Y, una  conjuntos
funcidn es una ley que asocia a cada e La funcion como expresion
objeto de X uno y sélo un objetode Y  analitica
Apostol Calculus, Volumen 1. La funcién como correspondencia
’ arbitraria



PROBABILIDAD e La funcion a partir de la teoria de
Y ESTADISTICA EEl IS _
e La funcién como correspondencia
arbitraria
e La funcibn como expresion
analitica

El aunar todos y cada una de las definiciones del concepto de funcién que puedan
explicitarse en cada una de las ramas de la matematica se obviaria, probablemente, el caracter y
las intenciones de cada una de éstas. También, es importante mencionar que las ramas de la
matematica no son totalmente rigidas dentro de cada una de estas, sino que se entrelazan y
comparten definiciones y aportes para tener una comprension mas acabada de ciertos objetos,
como por ejemplo el analisis toma elementos de la geometria analitica para representar

graficamente funcione, esto solo para mencionar.

Finalmente, ya con esta definicion abierta que se muestra en la Tabla 4. Definicion del
concepto de funcion en las areas de la matematica permite conceptualizar el significado del
concepto de funcién como un objeto matematico importante y que también proporciona una
herramienta para la deteccion de los errores conceptuales que seran detectados en los proximos
apartados. Por tanto, la definicion educacional del concepto de funcion responde a los propositos
de investigacion propia de cada una de las ramas de la matematica, y por ende tiene

concomitancias en la educacién matematica.

4.1.3. Fundamentos en la ensefianza-aprendizaje

Los fundamentos en la ensefianza-aprendizaje descritos en el marco tedrico en el punto
20. hacen referencia a los diversos tipos de registros de representacion del concepto de funcién,
que segun Pino-Fan, Castro, Godino y Font (2013) presenta los registros de representaciones
de la nocion de funcion, en lo que identifica, Verbal, Grafica, Simbolica y Tabular. También
Parra (2015) consigna los registros Verbal, Gréfico, Simbdlico, Tabular e Iconico. Y no solo
ellos sino que también estas representaciones son identificados como también definidas por Rey
y colaboradores (2009), con los registros Verbal, Tabular, Grafico, Algebraico y Algoritmico.
De ésta Ultima se tomara como referente para dar orientacion a los registros de representaciones
de este objeto matematico que es la funcion, ver Tabla 5. Registros de representaciones, de este

modo, conforme a Rico (2000) el aprendizaje de las funciones se da siempre y cuando se



desarrolle la capacidad de las y los estudiante para interpretar y usar cada una de las
representaciones del concepto de funcion.

Tabla 5. Registros de representaciones

Registros de representaciones

Registro Verbal Descripcion de una determinada funcion en
lenguaje natural de una determinada funcion

Registro Tabla La funcion de valores en una tabla de
correspondencia

Registro Gréfico La funcion se representa por medio de una
curva en el plano

Registro Algebraico La funcién se representa por una expresion
algebraica

Registro Algoritmico La funcidn es presentada en su proceso para
calcular la imagen dada una preimagen

Por tanto, la conceptualizacion del significado del concepto de funcion conforme a los
fundamentos de ensefianza-aprendizaje pone énfasis en los diversos registros representativos
del concepto de funcion, pues, de este modo permite al profesor tener como indicador el

evidenciar los diversos registros que el estudiante puede plasmar.

Por consiguiente, los fundamentos de ensefianza-aprendizaje del concepto de funcion
muestran una conceptualizacion de lo que el estudiante puede manifestar mediante un
determinado registro de representacion que es validad por el docente. Por tanto, el significado
no puede ser definido en términos cerrados sino que es pertinente la recopilacion de los diversos

registros de este como muestra la Tabla 5. Registros de representaciones

4.1.4. Conceptualizacion del concepto de funcién
Dado el analisis realizado de la comprension el significado del concepto de funcion es
evidente que desde el ambito que se desee investigar éste objeto matematico se pueden hallar
distintos puntos de vistas de lo que es el concepto de funcion; ahora, para fines y objetivos de
esta investigacion ligado a lo formal matematico y educacional es pertinente integrar estas
definiciones en un solo instrumento que permita detectar los errores conceptuales del concepto

de funcion en la ensefianza-aprendizaje de los estudiantes de ensefianza media.



Por tanto, se confecciona una herramienta que permita evidenciar en primer lugar el
paradigma que se halle en los instrumentos para luego detectar los errores conceptuales en su

determinada orientacion que presente. Esta herramienta es una tabla (ver



Tabla 6. Instrumento de Conceptualizar el concepto de funcién) que debe permitir
consignar la conceptualizacion de los documentos donde se estudiaran para detectar los errores

conceptuales.



Tabla 6. Instrumento de Conceptualizar el concepto de funcion*

Probabilidad y

Aritmética Algebra Geometria Analisis o
Estadistica
g | 8 g | 8 g | 8 g | 8 g | 8
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La funcién
como

correspondencia
La funcion como
relacion  entre
magnitudes

La funcién como
representacion
gréafica

La funcion como
expresion
analitica

La funcién como
correspondencia
arbitraria

La funcién a
partir de la
teoria de
conjuntos

4 Esta tabla esta inspirada en las tablas que consignan los significados pretendidos de la funcion como objeto matematico de las tablas utilizada por Parra (2015,
pag. 76) y de Pino-Fan y colaboradores (2013, pag. 141).



Finalmente, la conceptualizacion del concepto de funcion para comprender su
significado dependera del contexto que el docente o la rama de la matematica le otorguen méas
valor, no solamente desde un punto de vista epistemoldgico se puede configurar el concepto de
funcién o desde la propia definicion en el rigor de la matematica pura. Por lo tanto, esta tabla
permite consignar los registros de representacion, ramas de la matematica y paradigmas
epistemoldgicos, para posteriormente dar un significado integral del concepto de funcién que
estara condicionado a su contexto donde sea manifestado.

4.2. Deteccién de errores conceptuales
En este segundo estudio de caso se estudiaran los documentos ligados al &mbito
educacional chileno que involucren explicitamente el concepto de funcion en donde el
estudiante de octavo basico, primero medio y segundo medio tiene relaciones, entre ellos se
analizaran los programas de estudios propuestos por el Ministerio de Educacion de Chile, Textos
de estudios, planificaciones de profesores de matematica, evaluaciones estandarizadas y los

primeros apuntes de estudios que se puedan acceder desde el buscado de Google.

Antes de presentar los errores conceptuales de cada uno de estos documentos se
categorizara mediante la



Tabla 6. Instrumento de Conceptualizar el concepto de funcion consignando los
elementos explicitos que permitiran dar significado implicito de estos documentos a estudiar.

4.2.1. EIl Curriculum Nacional
En este apartado se presentaran los Objetivos de Aprendizaje (OA) correspondientes al
concepto de funcion de forma explicita. Se clarificara el significado implicito del concepto de
funcién y posteriormente se detectaran los errores conceptuales que se pueden hallar en los
programas propuestos por el Ministerio de Educacion de Chile para Octavo bésico, 1° y 2°
medio. Y finalmente, se realizara un analisis de estos errores conforme a lo detectado mediante

la triangulacion de datos; todo esto conforme a lo explicitado en los OA.

42.1.1. Octavo Basico
De acuerdo con el plan de estudio para matematica propuesto por el Ministerio de
Educacién de Chile el concepto de funcién tiene su primer acercamiento formal, donde el
estudiante comprende la nocion de funcién (Ministerio de Educacion, 2016, pag. 100). Esto es

complementado con la definicién de funcion lineal y funcion afin.

0A 7 » Elaboran, completan y analizan tablas de valores y graficos, y descubren
Mostrar que comprenden la nocién de que todos los pares de valores tienen el mismo cociente ("constante

funcién por medio de un cambio lineal: de proporcionalidad”).

» Utilizando tablas. » Descubren el concepto de funcion mediante la relacion de proporcionalidad

o P directa.
» Usando metaforas de maguinas.

» Descubren que la inclinacion (pendiente) de la grafica depende de la

» Estableciendo reglas entre x e y. . .
! g S constante de la proporcionalidad.

» Representando de manera grafica
(plano cartesiano, diagramas de Venn),

de manera manual y/o con software
aducativo. » Elaboran las tablas de valores y graficos correspondientes, basados en

ecuaciones de funciones lineales f{x) =g+ x (y=a - x).

» Representan la linealidad flkx) = kf(x) v fix1 + x2) = fix1) + f(x2) en
tablas y graficos.

» Representan la nocién de funcién de manera concreta (utilizando
metaforas de maquinas), pictorica o simbdlica.

» Identifican la pendiente del grafico %{ de la funcién f{x) = a « x con
el factor a. h

» Verifican gue las coordenadas de puntos pertenecientes al grafico son
soluciones de la ecuacidn f(x) = a » x.

» Modelan situaciones de la vida cotidiana o de ciencias con funciones
lineales.

Figura 6. OA 7 Octavo béasico®

5 Objetivo de aprendizaje 7 tomado de programa de matematica de octavo basico (Ministerio de Educacion, 2016)
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0A 10 > Representan, completan y corrigen tablas y graficos pertenecientes a

Mostrar que comprenden la funcién afin: cambios con una base fija y tasa de cambio constante.

- EererEledml @ S 62 e » Elaboran, basados en los graficos, la ecuacién de la funcidn afin:
constante con una funcién lineal. fx)=a-x+b.

o ek Ronerres Himsles @ <) » Determinan las regiones en el plano cartesiano cuyos puntos
plano cartesiano. p(x,y) representan soluciones (x,y) de las inecuaciones:

. . <gsx+hboy=aesx+b.

» Determinando el cambio constante de y=as y )
un intervalo a otro, de manera grafica Diferencian modelos afines, lineales y de proporcionalidad inversa.
y simbélica, de manera manual y/o con  » Modelan situaciones de la vida diaria o de ciencias con funciones afines.
software educativo. » Identifican, en la ecuacion funcional, el factor @ con la pendiente

. . . - . A
> Relacionandola con el interés simple. —,\‘;— de la recta vy el sumando & con el segmento entre el punto de

» Utilizandola para resolver problemas de interseccion del grafico con el eje vertical y el origen 0(0,0)

A B 0 2 TR AT » Elaboran graficos de funciones afines a y b dadas o con dos puntos

dados y verifican que las coordenadas de puntos pertenecientes al
grafico son soluciones de la ecuacion f(x) =a s x+ b.

» Resuelven problemas de la vida diaria o de ciencias que involucran
el cambio constante expresado mediante ecuaciones recursivas de la
forma flx + 1) - fix) = c.

Figura 7. OA 10 Octavo béasico®

4.2.1.2.  Primero medio
En este curso se da por conocido lo que es el concepto de funcidn, pues en la unidad dos
correspondiente al eje de Algebra y Funciones se ve la funcion lineal en dos variables y un
estudio detallado de lo que corresponde a la ecuacion de la recta ( Ministerio de Educacién ,
2016, pég. 102).

® Objetivo de aprendizaje 10 tomado de programa de matematica de octavo basico (Ministerio de Educacién, 2016)
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Graficar relaciones lineales en
= ax + by;

rectas paralelas en el plano
cartesiano, lineas de nivel

en planos inclinados (techo),
propagacion de olas en el mar y
la formacién de algunas capas
de rocas:

* (Creando tablas de valores
con a, b fijo y x. ¥ variable.
= Representando una ecuacidon
lineal dada, por medio de un

gréfico, de manera manual
y/o con software educativo.

= Escribiendo la relaciéon entre
las wariables de un grifico
dado; por ejemplo, variando
c en la ecuacién
ax+by=ca b cE0Q
(decimales hasta la décima).

0A S -

dos variables de la forma f(x,) -

por ejemplo: un haz de -

Elaboran tablas v graficos para ecuaciones de la forma ax + by = c con a, b

wvalores fijos v ¢ con valores variables.
a

p como pendiente de la recta con la ecuacidn ox

Reconocen el cociente —
+ by=rc.

Confeccionan modelos 30 (figuras rectangulares o poligonales en niveles
equidistantes) y los proyectan al plano para identificar la proyeccidn de los
bordes como lineas de la forma ax + by = c.

Reconocen que las lineas con mayor densidad en el plano de proyeccian
representan mayor cambio (pendiente) en el modelo 3D.

Confeccionan un haz de grificos de funciones afines, sobre la base de la
funcian fx, v) = ax + by (con a y b fijo).

Resuelven en el plano cartesiano problemas geométricos que inwolucren
ecuaciones de la forma ax + by = c.

Representan fendmenos geogrificos y cotidianos mediante funciones lineales
fix. v) en dos vanables.

4.2.1.3. Segundo medio

Figura 8. OA 5 Primero Medio”

Yaen este nivel, se estudian en mayor detalle las funciones de acuerdo con el curriculum

nacional, se realiza un estudio exhaustivo de la funcién cuadratica, se estudian raices,

logaritmos, inversa de una funcién y funcion de probabilidad. Por lo que es pertinente tener

conocimiento de lo que es el concepto de funcion y caracteristicas de funciones de manera

adecuada a lo que ameritan las exigencias pretendidas por el curriculo (Ministerio de Educacion,

2016).

7 Objetivo de aprendizaje 5 tomado de programa de matematica primero medio ( Ministerio de Educacion , 2016)
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OA 3

Mostrar que comprenden la
funcién cuadratica f(x) = ax’ +
bx + c: (a = Q)

Reconociendo la funcidn
cuadratica f(x) = ax® en
situaciones de la vida diania y
otras asignaturas.
Representandola en tablas y
graficos de manera manual
y/o con software educativo.
Determinando puntos
especiales de su grafica.
Seleccionandola como
modelo de situaciones de
cambio cuadratico de otras
asignaturas, en particular de
la oferta y demanda.

Reconocen representaciones de la funcidén cuadratica en curvas de la vida
cotidiana (balisticas, caida de pelotas, caida de agua, etc.).

Grafican funciones cuadréiticas a partir de una tabla de valores en la cual
estan dados los diferentes parametros a, b, c.

Elaboran graficos de la funcign f(x) = ax* + bx + ¢, considerandoa>=00a<0
(variando respectivamente b y ).

Grafican y derivan la funcion para distintos valores de sus parametros,
obteniendo la forma candnica v = a(x - d)* + e.

Analizan las variaciones de la grafica mediante diferentes medios de
representacion.

Marcan y encuentran numéricamente la interseccién de la grafica de la funcian
flx) = ax® + bx + ¢, con el gje x.

Determinan en el plano cartesiano las regiones cuyos puntos P(x,y) representan
soluciones (x,y) de las inecuaciones cuadraticas y < ax* + bx + co y > ax* +
bx + c.

Modelan situaciones de cambio cuadrético de la vida cotidiana y de las ciencias,
por medio de la funcién cuadratica.

Figura 9. OA 3 Segundo Medio®

DA 5

Mostrar que comprenden la
inversa de una funcion:

Utilizando la metafora de una
maquina.

Representandola por medio
de tablas y graficos, de
manera manual y/o con
software educativo.

Utilizando la reflexion de
la funcién representada
en el grafico en un plano
cartesiano.

Calculando las inversas en
casos de funciones lineales y
cuadréticas.

Elaboran tablas de valores de una funcidén y de su inversa, reconociendo el
intercambio de los valores en los pares (x,y).

Representan una funcién de manera concreta (metafora de maquinas, graficos,
etc.) y representan de manera adecuada la funcion inversa (maguinas que
funcionan en sentido contrario, reflexiones del grafico, etc.).

Conjeturan sobre la reflexién en la recta y = x para obtener la inversa de una
funcidn.

Determinan las ecuaciones de las funciones inversas de funciones lineales y
cuadraticas.

Reconocen la funcidn inversa de una funcién dada, en representaciones
pictoricas y simbdlicas.

Resuelven problemas de la vida cotidiana y de otras ciencias, que involucren
el concepto de la funcion inversa.

4.2.14.

Figura 10. OA 5 Segundo Medio®

Significado del concepto de funcion en el curriculum nacional

Para la compresién respecto del significado implicito otorgado al concepto de funcidn

por parte del curriculum nacional se consignaran los elementos explicitos de éste respecto a cada

8 Objetivo de aprendizaje 3 tomado de programa de matematica segundo medio (Ministerio de Educacion, 2016)

° Objetivo de aprendizaje 5 tomado de programa de matematica segundo medio (Ministerio de Educacion, 2016)
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uno de los OA presentados en las figuras correspondientes a cada nivel. Posteriormente se
tabularan (ver Tabla 9. Significado implicito del concepto de funcion otorgado por el curriculum

nacional) para poner de manifiesto visualmente estos significados.

La rama predominante en este estudio es el Algebra, esto de manera explicita, pues este
contenido corresponde al eje de Algebra y Funciones, no obstante, que esté categorizado en este
eje no de garantiza que su definicion implicita sea estrictamente una definicion algebraica. Sin
embargo, antes de manifestar las ramas de la matematica implicitas en el curriculum se partira
detectando los registros pretendidos que el estudiante quiere que aprenda. Para esto se
consignaran en la Tabla 7. Registros de representaciones en el curriculum nacional de los
registros de representaciones de la funcién. Que, como resultado, muestra que el curriculum
nacional en lo declarado explicitamente posee una cobertura total de los registros de
representacion del concepto de funcion en cada uno de los niveles a estudiar en esta

investigacion.

Tabla 7. Registros de representaciones en el curriculum nacional

Registros de

. 8° Basico 1° Medio 2° Medio
representacion
Verbal ) ° °
Tabular ° ° °
Grafico ° ° °
Algebraico ° ° °
Algoritmico ° ° °

En segundo lugar, se procede a constatar si estos registros de representaciones estan
alineados a una rama de la matematica o responden a mas de una de éstas. Como por ejemplo,
se cree que la tabulacion esta ligado a conjuntos discretos, por ende a la aritmeética ya que el
tener una tabla que permita tomar registro de cada par ordenado de una funcion cuadratica es
imposible, sino que también se relaciona, en lo expresado, con la Geometria, pues los datos
tabulados permite graficar los puntos y posteriormente tener una gréfica de esta. Por tanto, no

solo se deben asociar a una sola rama en particular.
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Aritmética

Algebra

Geometria

Andlisis

Probabilidad
y Estadistica

Verbal

Tabular

Tabla 8. Ramas de la matematica en los registros de representaciones pretendidos por el curriculum

8° Basico

Gréfico

Algebraico

Algoritmico

Verbal

Tabular

1° Medio

Graéfico

Algebraico

Algoritmico

Verbal

Tabular

2° Medio

Gréfico

Algebraico

Algoritmico
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Para un andlisis profundo de lo que la Tabla 8. Ramas de la matemaética en los registros
de representaciones pretendidos por el curriculum muestra es que a pesar de que el curriculum
tenga una cobertura exhaustiva de lo que respecta a los fundamentos de la ensefianza aprendizaje
del concepto de funcion no condice a los requerimientos de estudios en las ramas de la
matematica. Para esto se analizaran las ramas de la matematica estudiados explicitamente con

el concepto de funcion en cada nivel.

Octavo bésico

En primer lugar, no se explicita el conjunto numérico en el que el concepto de funcién
se trabajard, de acuerdo a la definicion aritmética del concepto de funcién no es necesario tener
un conjunto explicitado, por tanto el establecer una regla entre x e y responden a un registro
Verbal asociado a la aritmética, junto con la tabulacion y el proceso algoritmico que llega a

realizar los célculos de la regla existente entre x e y.

Segundo, en el tabular los datos no solo se realizan de forma aritmética, sino que tambiéen
desde un punto de vista algebraico al momento de establecer una relacién entre funcion y una
ecuacion, este Ultimo siendo de gran estudio dentro del Algebra, teniendo la herramienta auxiliar
la tabulacion para hallar soluciones a ecuaciones, como también el representar la ecuacion de la
recta en el plano cartesiano, cobrando un registro de representaciéon grafico; y también un

registro propiamente algebraico al generalizar reglas entre valores x e y.

Por otra parte, se realiza una de las primeras aproximaciones la geometria analitica,
determinando la curva descrita por una funcién lineal y el proceso algoritmico de graficar esta

curva, donde se tabulan datos para posteriormente trazar esta recta en el plano cartesiano.

Finalmente, el Analisis hace una aparicién implicita dentro del concepto de funcion,

. . ey A .. -z
exponiendo una asociacion entre ﬁ y con el coeficiente a de una funcionf(x) = a - x.

Primero medio

Sin duda la Geometria prima bastante en el concepto de funcion de acuerdo a lo
ensefiando en primero medio, a pesar de que existe una cobertura total de los diferentes tipos de
registros de representaciones. Al explicitar que un haz de rectas paralelas es semejante a las olas
en el mar constituye un registro verbal del comportamiento de la funcién. Por otra parte, el

registro gréafico es netamente desde la geometria analitica ligada a su expresion algebraica en
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términos de la ecuacion de la funcion lineal de dos variables. De este mismo modo, los procesos
de intercambios de registros de representacion responden a la comprension de la ecuacion de la

recta y familias de rectas, por ende a cuestiones geométricas.

En el registro tabular solo se explicita “Creando tablas de valores con a, b fijoy x e y
varable” esto queda bajo una solo reglas arimeticas que permiten reemplazar valores, calcular

y para posteriormente tabular.

Segundo medio

En este nivel se estudian todo los tipos de registros de representaciones del concepto de
funcién. Al igual que en primero medio el estudio de la funcion cuadrética es caracterizada por
el estudio de la curva de ésta, que es una pardbola. Se presenta verbalmente que la funcién
cuadratica describe situaciones como la balistica, solo por nombrar una, junto con su expresion
analitica que permite la conversion desde el plano cartesiano a una expresién algebraica (a pesar
del fuerte grado otorgado a la geometria analitica implicitamente no se define lo que es un lugar

geométrico para sustentar fuertemente las intenciones del curriculum), y viceversa.

El Analisis realiza nuevamente protagonismo al incorporar tépicos como Vvértice, que se
asocia con maximos y minimos junto con el procedimiento algoritmico de hallar estos puntos y

valores relacionados a estos puntos.

El Algebra muestra fuertemente afianzado en la notacion propia de un lenguaje
algebraico apropiado para hallar la funcién inversa. Por otra parte, la tabulacion de datos para

luego realizar el intercambio de estas para inferir en su funcion inversa.

Finalmente, la Aritmética toma protagonismo al tabular los valores relacionados a la
funcién cuadratica y en lo diversos algoritmos que se asocian para determinar los valores a los
elementos de la parabola, como también al momento de determinar la inversa de una funcién
dada.

Significado del concepto de funcion en el curriculum

A continuacion se presenta la Tabla 9. Significado implicito del concepto de funcién
otorgado por el curriculum nacional con la tabulacion respectiva que definira el significado del
concepto de funcion que le otorga el curriculum nacional, integrando los paradigmas

epistemoldgicos, las ramas de la matematica y los registros de representaciones relacionados
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que conjugaran este significado por parte del curriculum nacional en torno al concepto de

funcion.
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Tabla 9. Significado implicito del concepto de funcion otorgado por el curriculum nacional

Probabilidad y

Aritmética Algebra Geometria Analisis .
Estadistica
g | 8 g | 8 g | 8 g | 8 g | 8
5 o 8/&|l- 5 o % E|l- 5/ o/ 8 E|- 5|9 ¢ E|- 5 g € &
S 3 & 8 8|8 5/ 3 5|8 3 /8|8 =/ &|8 5|83 & 3|5
s | 8| 8| 22|l | B | sl 22|l 8|l 22|85 ||| 2222|5222
> | |O || <> | |0 | I C«]>FF|]O | |C]> |0 | Q<] >0 ||
La funcién
como o | o ° °
correspondencia
La funcion como
relacion entre | ® ° °
magnitudes
La funcién como
representacion ° ° ° ° o | o
gréafica
La funcion como
expresion ° o | o °
analitica
La funcién como
correspondencia
arbitraria
La funcién a
partir de la
teoria de
conjuntos
10

10 El orden de mayor a menor predominancia en los textos se da de la siguiente forma: La funcion como representacion gréfica, la funcién como correspondencia,
la funcién como representacion analitica y la funcién como relacién entre magnitudes.
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Segln lo consignado en la Tabla 9. Significado implicito del concepto de funcién

otorgado por el curriculum nacional se evidencia que el curriculum nacional concibe el concepto

de funcion en la Aritmética, Algebra, Geometria y Analisis; y en los paradigmas de la funcion

como correspondencia, la funcion como relacién entre magnitudes, la funcién como

representacion gréfica y la funcién como expresion analitica. Por tanto, el curriculum nacional

no tiene incorporado todas las ramas de la matematica dentro de lo que explicita como concepto

de funcidn, dejando de lado la Probabilidad y Estadistica, la que por cierto es util al momento

de comprender ejemplos de contexto cotidiano. Por otra parte, el curriculum no toma en cuenta

los paradigmas que estan a la vanguardia respecto a la definicion del concepto de funcion. Asi

también, no se explicita en ningin momento el uso de un determinado conjunto numérico en

donde se realizan las aplicaciones o reglas que asocian a un x con un valor y.

Vi.
Vii.

viii.

4.2.15. Errores detectados en el curriculum nacional

Falta la formalizacién conceptual de la nocién de funcion.

Representacion gréafica mediante un diagrama de Venn.

No discriminacion entre lo que es una ecuacion y una funcion.

Alto grado de abstraccidn presentados y expresiones analiticas de elevada complejidad
en la notacion expuesta en los indicadores de evaluacion

Se plantean que la funcidn lineal puede ser representada por dos variables.

Se manifiesta la ecuacion de la recta como funcion lineal de manera deliberada.

No definir las condiciones para la existencia de la inversa de una funcion.

Usar la reflexion de la funcion identidad para determinar los puntos de la funcion

inversa, sin conocer la funcion identidad.

4.2.1.6. Andlisis de los errores

No hay un formalizacion de teoria de conjuntos en este curso ni cursos previos, no se
definen conceptos claves, como relacion, dominio, recorrido, imagen, preimagen, no se
define el conjunto en cual se trabajaréa la funcion, se subentiende que lo pares se ven solo
como puntos aislados que siguen una regla y no como una continuidad que en la grafica

forma la curva completa.
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Vi.

Vii.

viii.

Propone el uso de diagrama de Venn-Euler para representar una funcion, sin embargo,
el uso para visualizar una funciéon con su dominio y recorrido representados como
conjuntos finitos es pertinente utilizar un diagrama Sagital.

El término funcién y ecuacion suelen confundir a los estudiantes, manipulando una
funcion como una ecuacion, llevando la funcion a interpretarla como puntos aislados y
no como una curva. Lo que también causa problemas en este mismo sentido es la
ecuacion de la recta con la funcién afin, ya que toman los elementos de la ecuacion de
la recta como la pendiente y punto de corte con el eje Y. En este mismo sentido, se hace
abuso de expresar el término ecuacion de la funcidn sin estimar diferencia entre ambas.
Desde el punto de vista de los paradigmas epistemoldgicos del concepto de funcion, se
presenta la funcion como correspondencia como la mas basica, sin embargo, para ser
este un nivel donde por primera vez es definido explicitamente el concepto de funcién
se presenta con la vision de la funcion como expresion analitica obviando el alto grado
de apropiacion que les hace falta de la notacion algebraica que permite expresar
analiticamente este concepto.

Como bien se presenta en el apartado anterior, lo que en si el curriculum propone, no es
en rigor una funcion lineal con dos variables, pues se tendria f: R X R — R, de modo
que teniendo una funcién del tipo f(x,y) = ax + by solo se obtiene un plano al
momento de representar graficamente esta expresion analitica.

Lo que se analiza en més detalle son las familias de rectas segun lo pretendido por el OA
5 es lo que se denomina como familias de rectas, por ende, existe un error al denotar la
ecuacion de la recta a una funcion lineal.

Si bien, desde octavo bésico se viene con el contenido de funciones, en el cual no se ha
visto una sugerencia para un estudio riguroso del concepto de funcidn, pues no se toma
en cuenta el dominio de una funcion, la condicion de la existencia de una Gnica imagen
para cada preimagen, por lo que se infiere no se ha realizado un estudio de la
inyectivdidad, sobreyectivodad ni biyectividad de una funcién. Por tanto, es inadecuado
estudiar la inversa de una funcion si no se sabe la condicional de base para la existencia
de esta.

Por otra parte, desde que se explicita el concepto de funcion en el curriculum no se logra

visualizar un estudio acabado de esta para que los estudiantes puedan conjeturar sobre
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la reflexion de una funcién para hallar su inversa mediante la funcion identidad, ni

mucho menos se conocen sus propiedades como por ejemplo f o f~1 = Id.

Por otra parte, se puede tomar en cuenta el uso de la metafora de maguinas como una

potencial desventaja para la comprension del concepto de funcion.

4.2.1.7. Resumen de errores detectados
Al contraste del significado Holistico del concepto de funcidn se detectan falencias, pues
el curriculum de matematica para los cursos de Octavo Basico, Primero Medio y Segundo
Medio, no es posible determinar el paradigma epistemoldgico en el cual se espera que el
estudiante pueda desempefiarse, pues desde un primer contacto con el concepto de funcion se
espera que el estudiante comprenda este objeto matematico a partir de la funcién como expresién
analitica, sin embargo, en este nivel no se cuenta con el conocimiento apropiado para manipular

expresiones analiticas con estas notaciones sofisticadas.

De otro modo, resultaria util presentar el concepto de funcién no solo teniendo cobertura
de los diversos registros de representacion de este, sino que también los paradigmas
epistemoldgicos para que el estudiante pueda aumentar la rigurosidad matematica que es
necesaria para desarrollar competencias que estén a la vanguardia de los requerimientos actuales

en diversos contextos.

Por lo tanto, se interpreta como un gran error que el concepto de funcion sea planteado
sin una orientacion epistemoldgica clara que permita comprender el concepto de funcion en
situaciones de contexto cotidiano que le permita al estudiante modelar en base de la cultura

actual y las competencias que son altamente demandantes en la sociedad actual.

4.2.2. Textos del estudiante

El andlisis en el texto del estudiante se torna con un grado de complejidad mayor, pues estos
textos se otorgan a los estudiantes cada afio donde varia la editorial que cada establecimiento
acoja, no asi el curriculum nacional, el cual tiene mayor periodo de vigencia. Por tanto, este
suele tener mejora, configurandose con mayor precision en cada entrega. Como consecuencia
de lo estudiado en el curriculum, el formato de este analisis se realizard con referencia de tres

textos de estudio para el estudiante, donde cada uno de ellos es representativo para cada nivel a
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estudiar, es decir, un texto de octavo béasico, un texto para primero medio y un texto para
segundo medio. Este andlisis esta fundado bajo el cuidado de detectar las atribuciones que asigna
el texto del estudiante al concepto de funcion, no asi su didactica, metodologias o ejercitacion
de lo aprendido de esta, vale decir, todo aquello que se relacione a la definicion y caracterizacién

propia al concepto de funcion..

4.2.2.1. Octavo Basico

Para este nivel estudiamos Texto del estudiante Matematica 8° Basico (Catalan
Navarrete, Pérez Ureta, Prieto Cordoba, & Rupin Gutiérrez, 2015, péags. 150-191). La
circulacién de este texto se en el plano escolar inicia desde el afio 2016 y con evidencia de hasta
el periodo escolar del afio 2019, por lo que este libro estuvo en aulas de octavo basico por 4 afios
seguidos. Cabe destacar que este texto es un complemento en la ensefianza-aprendizaje de los
estudiantes propuesto por el Ministerio de Educacion, por lo tanto, se halla la totalidad de los
contenidos que el curriculum contempla como necesarios en el logro de los Objetivos de

Aprendizaje.

Cabe destacar que este andlisis no estudia las metodologia de ensefianza, ni mucho
menos la didactica de fondo en la aprendizaje del concepto, sino que caracterizar la definicion
del concepto de funcion y a partir de este evidenciar errores, es decir, detectar si el concepto de
funcién que trata el texto es adecuado conforme lo mas fidedigno posible con esta herramienta

matematica.

El acercamiento del concepto de funcion en el texto escolar se realiza en la unidad 2,
seccion 6. Para realizar un analisis preliminar de lo que trata el texto acerca del concepto de
funcion es dar una mirada a lo que refiere el indice de éste mismo, donde proporciona los tépicos
a estudiar, con lo cual inserta al estudiante en un escenario donde afianza sus conocimientos a

partir del orden en que se ensefia (ver jError! No se encuentra el origen de la referencia.).
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Seccion 6 Funcion lineal y funcion afin ... 150

F0Ué dabo saber s ————— 152
Leccidn 23 jCéma relacionar la proporcionalidad

directa y la funcion lineal? o 154
Leccion 24 ;Céma representar y analizar

una funcian lineal? ... 158
Leccion 25 ;Coma definir una funcién afin? ..o 164
Leccion 26 jCama interpretar los pardmetros

de una funcidn afin? . 168
Leccion 27 jCama analizar y graficar

una funcidn afin?... 172
Leccidn 28 ;Cama modelar situaciones usanda

las funciones afin o iNealT s 176

Figura 11. indice Texto de Octavo Bésico

En una lectura inicial se detecta inmediatamente que el paradigma de la funcién como
correspondencia y/o la funcion como relacion entre magnitudes, esta categorizacion surge de
la importancia que se le asigna proporcionalidad directa como precursor de la funcion lineal y
en general de esta seccion. De este modo el estudiante asume el concepto de funcién desde la
aritmética y no como una herramienta algebraica. Y para cerrar la lectura e interpretacion de
este punteo de temas a estudiar en el texto finaliza con modelar situaciones con funciones
lineales y afin. Para validar estas afirmaciones es necesario corroborar lo que se asigna

explicitamente en las paginas que el texto ha dedicado al estudio de funciones.

La seccion 6 del texto inicia con una premisa de “Activo conceptos previos”, estos
conceptos previos se refiere en la categorizacidon de variables, activando esto con ejercicios
donde el estudiante debe categorizar si una variable es dependiente o independiente, y con el
recordar fuertemente lo que es la proporcionalidad directa, contenido que es ensefiado en el nivel
anterior (ver Figura 12. Ejercicios de activacion de conceptos previos. Por lo que reafirma

nuevamente, que la funcion como relacién entre magnitudes.
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Considera dos variables directa- ) ) )
mente proporcionales. Si el valor de Reconocer variables directamente proporcionales

una de ellas aumenta, jqué ocurre . . . .
) v e e @1, ST o Identifica cudles de las variables descritas son directamente

disminuye? proporcionales. (5 puntos)

a. Eldiametroy el perimetro de una circunferencia.
b. El tiempo que estd prendida una estufa a parafina y la canti-
dad de litros de parafina que consume.

c. Las medidas de la base v la altura de un triangulo de area
constante.

d. El namero de prendas de ropa mojada expuestas al sol v el
iQué condicion matematica cum- tiempo que demoran en secarse.
plen dos variables directamente

B e. La cantidad de litros de bencina comprados y el precio de
proporcionales?

1 litro de bencina.

o Identifica las tablas en las que las variables x e y son directa-
mente proporcionales. (5 puntos)

X 1 2 3
y 3 4 5
b.[ & ] 2 3
Marca con una x tu nivel de logro: Y Z al g
Logrado Por lograr C. . 3 4 5
9 correctas menos de 9
i y 3 4 5
0 mas correctas

Figura 12. Ejercicios de activacion de conceptos previos

El texto continta conforme a su estructura denominadas lecciones, donde la leccion 23
continta con el énfasis en la proporcionalidad directa como precursor de la funcion lineal, de

esto da cuenta la Figura 13. Leccidon 26.

» Propdsito

Relacionar la
proporcionalidad directa
con la funcién lineal.

Figura 13. Leccion 26
Para evidenciar que la lectura de la predominancia del concepto de funcion se halla la
definicion de funcién lineal (Figura 14. Definicion de Funcidn Lineal, donde predomina lo
aritmético y algoritmico que se clasifica el concepto de funcion en este texto escolar.

72



* Para concluir

Dos variables tienen una relacian de proporcionalidad
directa cuando el cociente entre cada par de sus valores es
constante. A esta constante se le llama constante de propor-
cionalidad. Esta relacién puede ser descrita por la ecuacion
Y =mx

donde x e y representan las variables relacionadas y el valor m
es la constante de proporcionalidad.
A una relacion que se puede escribir de esta forma se le llama
funcién lineal, que puede ser escrita como:

fx) =y =mx

Figura 14. Definicion de Funcion Lineal

Continuando con en la misma seccion el lector se encuentra con la formalizacion de la
representacion algebraica de ésta, esto sin haber expuesto lo que es el concepto de funcién de
manera completa, esto dado el punto de vista actual que tiene el concepto de funcién en la
matematica. No obstante, integra definiciones claves en el estudio de funciones como es el
término de Dominio de una funcion (Figura 15. Mencién de Dominio de una funcién, sin tener

un estudio formal de teoria de conjuntos.

Ampliando l

Para una funcion f(a),

se define su dominio
como el conjunto de
todos los valores que
puede asumir la variable
independiente a. Y se
define su recorrido como
el conjunto de todos los
valores que puede adqui-
rir |a funcion fia).

Figura 15. Mencion de Dominio de una funcién

En conformidad con la asignacion que tiene la funcion lineal respecto al rigor
matematico que se logra interpretar, ésta tributando una aparicién en la matematica como una
nueva denominacion a lo que el estudiante conoce como proporcionalidad directa es que surge
de manera semejante la funcion afin, que luego de un tratamiento de una actividad guiada por

el docente, se expone el siguiente esquema:
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» Para concluir

Una funcién afin puede definirse como una funcidn lineal
trasladada en el plano cartesiano a lo largo del eje Y. La ecua-
Cién que la modela es de la forma

fl)=y=mx+n
Al coeficiente m se le llama pendiente delarectayansele
llama coeficiente de posicién.

Figura 16. Definicién Funcion Afin

La explicacién de una definicién matematica no debiese constituir una definicion formal
en la conclusion del proceso de aprendizaje y construccion de la funcion afin, pues no de acuerdo
con lo que menciona incurre a un error que limita al estudiante a entender que el trasladar la
funcién lineal a lo largo del eje Y conforma a la funcidn afin, no mencionando que también esta
puede ser trasladad en el eje X o conforme a algun otro vector que posicione la funcion lineal

como una nueva funcién afin.

El final de la seccién de este libro termina con aplicaciones de funcidn lineal y funcién,
esperando que se trate de modelaciones con estas funciones, pues solo presentan de manera
algoritmica esta habilidad y competencia fundamental en la matematica que es alcanzable con
el conocimiento adecuado del concepto de funcion. Solo para corroborar esta afirmacion se
evidencia en el siguiente procedimiento sugerido al estudiante al momento de desarrollar un
gjercicio de aplicacion de estas funciones. También incurre a utilizar herramientas para la
construccion de la ecuacion de la recta, sin tener fundamentos ni nociones previas de lo que es
la ecuacion de la recta.

» Para concluir

La funcidn afin, al igual que la funcién lineal, es una
herramienta util para modelar muchas situaciones
de nuestro entorna. Para hacer este modelamiento se
debe determinar la expresion que define la funcion afin
adecuada a partir del valor de |a pendiente y del coeficien-
te de posicion de la recta que la representa en el plano
cartesiano.

Figura 17. Modelacion

4.2.2.2.  Primero Medio
El texto del estudiante Matematica Primero Medio (Equipo Editorial Santillana, 2017, pags.
122-133). La circulacién de este libro es desde el afio 2018 en las aulas de nuestro pais a la

actualidad. Al igual que el andlisis realizado con el texto de octavo basico se realiz6 conforme
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a lo explicitado respecto a definiciones del concepto de funcién y no su didactica o metodologias

de ensefianza.

En conformidad de lo entregado por el curriculum de Matematica para primero medio,
que éste sefiala que el estudiante debe conocer una funcion del tipo f(x,y) = ax + by
categorizandola como una funcion lineal. Este texto hace el alcance desde el indice que dicha
expresion es una relacion entre dos variables que conforman una relacion lineal. Por tanto, en
este texto introduce un concepto matematico que segun lo estudiado en los programas de octavo

basico a segundo medio no hace mencion de este (ver Figura 18. indice texto de Primero Medio.

Tema4 Relacidn entre dosvariables ...................

» Relaciones lineales de la forma fix, yl=ax+ by ...l 14
= Variacin de parametios .. ..o 130

Figura 18. indice texto de Primero Medio

En el inicio de este tema se plantea un problema a estudiar respecto de formaciones
geoldgicas, donde el estudiante debe relacionar lo aprendido en el nivel anterior, en donde hace
mencién de la definicion del concepto de funcién, esto adecuado al paradigma de la funcién a
partir de la Teoria de conjuntos. Esto interpretado de que es pertinente definir formalmente el
concepto de funcion conforme al paradigma contemporaneo que rigen a esta herramienta. Se
expone un alto grado de notacion simbélica atribuida al paradigma de la funcién como expresion
analitica, insertando la notacion f: A — B que es propia del &lgebra moderna. Saca desde su
concepcion el término de variable por imagen y preimagen de la funcion, esto asociados a un
conjunto de llegada y conjunto de partida. Esto al estudiante que inicio su estudio de funciones
con el texto analizado en octavo basico hace un quiebre importante, pues pasa de un paradigma
a otro con gran prisa. A continuacion se presenta el esquema (ver Figura 19) donde se sintetiza
la méas relevante del concepto de funcion y de lo que debid haber aprendido el lector de los
textos otorgados por el Ministerio de Educacion de Chile.
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@) Una funcién fde un
conjunto A en un conjunto
B (f: A — B) es una relacion
que asocia a cada elemento
x de A un dnico elemento
ydeB.

Conjunto
de partida

Conjunto

fA—=B— de llegada

x—=y :f(x}
Preimagen Imagen

Una funcién lineal tiene
la forma:

fix)=mx, m=0

Una funcién afin tiene
la forma:

fix)=mx+n m=0,n=0

mes la pendiente y nes el
coeficiente de posicion.

Figura 19. Esquema que define el concepto de funcién

La definicion de esta variable a estudiar, pareciera que esta desconectada con el concepto
de funcion, pues el lector, en este caso el estudiante, desconoce el significado matemético de
una relacion. Por lo que resulta conveniente no asignar a este tipo de relacion la categoria de
funcién. Por otra parte, resulta interesante y la vez asertivo el asignar la pertenencia de las

constantes a un conjunto determinado (ver Figura 20).

Una relacién lineal de dos variables se puede representar con una expresion
de la forma:

flx,y)=ax+ by, cona, bEQ

Si ¢ = f(x, y), esta expresion se relaciona con una ecuacién lineal en dos
incégnitas de la forma:

ax+by=c,conceQ

Figura 20. Relacion de dos variables
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A pesar de tener la denominacion de relacion de dos variables se asignan con notaciones
caracteristicas al &mbito de las funciones. Se interpreta esta denominacion de relacion pues la
funcion de dos variables esta dada por f: R X R — R, y hasta el momento al estudiante no se
le han ensefiado el producto cartesiano ni menos el representar este tipo de funciones dentro de

un espacio, limitandose a la representacion grafica dentro del plano cartesiano (ver Figura 21).

Una relacién lineal de dos variables de la forma fix, y) = ax + by, con a, b €0}
Y fix, ¥) = ¢, con ¢ £ se puede graficar con una recta en el plano cartesiano.

Figura 21. Representacion grafica de una relacion de dos variables

De acuerdo con Parra (2015) propone en su tesis definir las pretensiones del curriculum
de matematica respecto al concepto de funcion es que pone énfasis en la dupla texto y
programas, esta mencion es dado que en la presentacion curricular de matematica para primero
medio se infiere que la orientacion esta pretendida para que el estudiante estudie las familias de
rectas, esta afirmacion e interpretacion del curriculum se valida con la siguiente representacion

que adopta el éste texto.

Respecto de laecuacion ax + by = ¢, con a, b, ¢ € Q dependiendo de los valores para a, b, ¢, es posible
reconocer o siguiente.

e Sia=0ybc=0,5¢ o Sib=0ya,c=0,5¢ o Sic=0ya>0,b>0 o Sic=0ya>0,b<0

tienen rectas parale- tienen rectas parale- oa<0b<0,se oa<0,b>0,se
las al eje X. las al eje Y. tienen rectas con tienen rectas con
= = pendiente negativa. pendiente positiva.
/ Y, Yi
— 1 7
* 0 X 0

Figura 22. Representaciones en el plano cartesiano de relaciones de dos variables
Con una lectura a simple vista es evidente que el texto tuvo la precaucion de no incurrir
en el término de funcidn, pues el segundo grafico (de izquierda a derecha) no representa lo que
es en esencia una funcion, pues se evidencia que para todo valor de x le corresponde el mismo

valor de y.
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4.2.2.3. Segundo Medio
Se tiene en posesion el texto del estudiante Segundo Medio (Equipo Editorial SM, 2017,
pags. 122-125), éste texto tiene circulacion en el aula desde el afio 2018 a la fecha en nuestro
pais. Es importante volver a destacar que solo se realizara un analisis y recopilacion de aquellos
datos relevantes en la deteccion de errores conceptuales del concepto de funcion, para

posteriormente contrastarlos a la definicion construida de este mismo.

Lo que sefiala el indice pareciera ser extenso, no obstante lo que compete para esta
investigacion esta bajo el resguardo de seleccionar aquello que es relevante. Pues conforme al
programa de Matemaética propuesto por el Ministerio de Educacion para este nivel esta en dos

temas importantes, que es el de ecuacion cuadratica y el de funcion inversa.

m FUNCiones cURdratiCas. ... eeeeress s essssssesscrsssens. 122
Tema 1: ;Cuando se dice que una funcion es cuadratica? ... 124
Tema 2: ;Cémo se interpretan los parametrosde la grafica?.............. 130
Tema 3: ;Cémo cambia la grafica segun cada pardmetro? e, 136
Tema 4: ;En qué se aplican las funciones cuadraticas?....oocvecee. 142
cComo voy?: Evaluacion de proces. . e 146 = 149

LT T T - T, 150
Tema 1: ;Cuando una funcion tiene funcion inversa? ... 162

Tema 2: ;Como se relaciona la grafica de una funcion y la de suinversa? 158

Tema 3: ;Cémo es |a funcion inversa de funciones lineales y afines? ... 164
Tema 4: ;Cual es la funcidn inversa de |a funcidn cuadratica? ... 168
iCémo voy?: Evaluacion de proceso. oo 172 = 175

Figura 23. indice texto de Segundo Medio

Respecto al estudio de la funcion cuadrética se centra en el estudio de la pardbola en
general, méas que de la funcion cuadrética, asignandole protagonismo al término parabola que a
funcién cuadratica al momento de realizar modelacion de ésta. Esta es presentada de forma
algebraica, mostrando su formula general y lo demaés es conocer las caracteristicas propias de la
parabola que se puede describir con esta expresion analitica, dado que se estudia su orientacion,
eje de simetria, vértice, interseccion con el eje Y e intersecciones con el eje X. Donde suele
relacionarse con lo estudiado en ecuacion cuadréatica. Esto es posible corroborar en el momento
cuando se formaliza la funcion cuadratica, dejando de lado su caracter funcional y tributando a

su representacion grafica en el plano cartesiano.

72



» Se dice que una funcidn es cuadratica cuando se puede escribir de la forma:

fx)=axZ+bx+c,cona,b,ccRya=0

Se puede distinguir el término cuadratico ax?, el téermino lineal bx y el término
independiente c.

* La grafica en el plano cartesiano de una funcion cuadratica es una parabola,

curva simétrica que se observa en la figura. Una parabola se dice concava hacia
arriba si la curva se abre hacia arriba y concava hacia abajo si se abre hacia
abajo.

» Toda parabola posee un punto maximo o minimo llamado vértice, por donde

pasa el eje de simetria de la parabola. Este punto sera maximo cuando la para-
bola es concava hacia abajoy minimo cuando es concava hacia arriba.

Concava
hacia arriba

Punto

2 la parabola

Farabola

Vértice
FPunto maximo
de la parabola

7™

[N
Céncava
hacia abajo

Figura 24. Forma general de la funcién cuadréatica y parabola

* Ubicando los principales puntos de |z grafica, que luego se unen 2 mano alzada.

termino independiente de la funcion

Interseccion con el eje Y: se ubica en el punto [0, ¢, donde ¢ corresponde al

Interseccion con el eje X: se ubi-
can en los puntos [x,, 0]y (x,, 0],

donde x, y x, son soluciones de la
ecuacion ax?+bx +c=0

Existen dos, uno o ningun punto
de interseccion, dependiendo de

las soluciones en los numeraos
reales de la ecuacion.

Vértice de la parabola: es el
punto maximo o minimo de la

parabola. Sus coordenadas estan
—b _b%-4ac
dadas por(ga, 3 )

Figura 25. Puntos principales de la parabola a partir de la forma general

Interseccién eje X  /
f t t f f

} ——
I

\\Yertice_

—a—

Y
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Por tanto, el uso de la funcion cuadratica en el texto escolar, en especifico su forma
general, es como herramienta que describe una parabola en el plano cartesiano, donde esposible
identificar y definir puntos principales de esta. En otras palabras, el enfoque geomeétrico es
notorio en esta seccion. Una observacion importante es evidenciar que la expresion para hallar
el vértice de esta parabola esta4 fundamentada en lo que se conoce como derivada de la funcion
cuadratica, esto como contenido en textos y cursos de analisis. En otro sentido, se otorga al
estudiante otro mecanismo algoritmico donde puede determinar el vértice mediante
completacion de cuadrados de binomio, como se evidencia en Figura 26, donde se determina

hallar la forma canénica.

—

(aos_ario e ——

Forma canonica: se dice de la ex-

presion algebraica de una funcién

cuadratica cuando se escribe de la
forma flx) = alx - h)2 + k.

Asi, se puede deducir directamen-
te que el vértice de la parabola se

encuentra en el punto (h, k].
——_

Figura 26. Forma candnica de una funcion cuadrética

Por otra parte, la exposicién de la funcion inversa en el texto se describe sin realizar
formalizaciones del algebra de funciones, como por ejemplo que la funcién inversa a una
funcién dada existe si y solo si esta es biyectiva. Por tanto, el estudio de la funcion inversa viene
dado por procesos algoritmicos donde los estudiantes deben sustentarse en la metafora de la
funcién como una maquina. Es decir, la funcion inversa se entiende como el proceso inverso de
lo que se realiza desde un punto de partida a un punto de llegada (o producto final), 0 mas bien,
como el antdnimo de una accidn realizada mediante maquinas en concreto (ver Figura 27). Esto
debe ser por el bajo contenido del rigor matematico tributando a la representacion algoritmica

del concepto de funcién.

Esto puede inferirse a que las funciones tratadas hasta este curso han sido funciones
biyectivas las cuales si es posible determinar su funcion inversa, no obstante, en este mismo
curso se estudia funcion cuadratica y esta no es una funcion biyectiva, por lo tanto no posee
inversa, en cambio, si se define la funcion cuadratica cuyo dominio sea los reales positivos,

entonces esta si poseera inversa (ver Figura 28).
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Maquina Funcion Funcion inversa

Automavil Avanza 15 km

Escaner Aumenta al doble

Aire acondicionado | Baja la temperatura en 15 °C

Cajero automatico Realiza un giro de $50000

Ascensor Baja la cabina por 12 m

Figura 27. Metafora de la maquina para funciones

a. flxJ: R; — R;, tal que flx) = x?

L S y=%
5 4 , y=x? —> Escribe la funcién como ecuacién
4+ r X =y-° —> Intercambia las variables
3T Yy =VXx —> Despejalavariable y
/. Exprésalo como funcion inversa: f '[x) = vx

11T

Comprueba el resultado graficando en el plano
0 f f f f f f

S ¥ lafuncién obtenida.

Figura 28. Inversa a una funcién cuadratica

Por tanto, no existe una definicion que formalice el rigor matematico de fondo del
estudio de funciones y el tipo de funcion que esta sea para verificar si efectivamente corresponde
a una funcién inversa o no. En este mismo sentido de utilizar teoremas esenciales en el algebra
de funciones se utilizan como aplicaciones sin fundamentacion algebraica la funcién identidad,
como herramienta auxiliar la funcién identidad para hallar la funcion inversa (ver Figura 29),

esto es de:
foft=idgyftof=idy

Donde B es el conjunto de llegada y A el conjunto de partida, sin embargo, como en este
curso el conjunto numérico en que se aplican las funciones esta de R en R, por lo tanto se utiliza

la representacion grafica de la funcion identidad y este como reflexion de la funcion.
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s/ .

Para aplicar la reflexion de

un punto A respecto de una
recta L [simetria axial], traza un
segmento, perpendicular a la
recta L, desde el punto A hasta
la recta Ly mide su distancia.
Luego, traza un segmento de
igual longitud y con la misma
direccion para determinar el
punto simétrico A"

A

Figura 29. Funcion identidad como herramienta para hallar la inversa a una funcion dada

4.2.2.4.  Significado del concepto de funcidn en los textos del estudiante
En primer lugar, de acuerdo con los fundamentos de la ensefianza-aprendizaje de

funciones se evidencia lo siguiente:

Tabla 10. Registros Representativos detectados en los textos del estudiante

Registros de

representacion 8" Basico 1° Medio 2° Medio
Verbal ° o .
Tabular ° o .
Graéfico ° o .
Algebraico ° o .
Algoritmico ° . .

Conforme lo que determina Rico (2000), que el estudiante tiene comprension del

concepto de funcién siempre y cuando este sea capaz de traducir de un registro a otro, por lo

72



tanto, no es evidente detectar esta traduccion de los textos estudiados; sino que es evidente que
los textos escolares integran todos y cada uno de los registros.

A diferencia del significado implicito del concepto de funcion detectado en el curriculum
nacional, en los textos de estudios se evidencian de manera explicita, pues en este se definen en
algunos casos formalmente. Es evidente que la rama predominante en la ensefianza de funcion
esta repartida entre tres, Aritmética, Geometria y Algebraica, de momentos existen unos matices
de Analisis, donde se estudia el comportamiento de la funcion en base de los parametros de la
expresion algebraica en el caso de la funcion cuadrética (ver Tabla 11). No obstante, en todas
las ramas de la matematica se halla predominantemente el registro algoritmico, esto da a

interpretar que lo mecanico y procedimental es primordial en los textos de estudios.

Hasta el momento se tiene la construccion en el &mbito educacion con las ramas de las
matematicas que se busca potenciar el concepto de funcién a nivel escolar con los tres textos
estudiado. Por tanto, es necesario realizar la construccion del concepto de funcion con los
antecedentes que se tiene versus las concepciones epistemologicas que se tienen del concepto
de funcion, para asi poder definir concretamente el significado de funcion que los textos

escolares otorga a esta herramienta matematica.

A continuacidn se estudiaran las orientaciones epistemoldgicas ligadas frente a cada
nivel de los textos estudiados de modo que el analisis sea construido con mayor rigor posible.

Octavo Baésico

Con lo analizado se evidencia casi textualmente de que la construccion de la funcién en
el texto de octavo bésico inicia desde la concepcion de la funcién como correspondencia y
fuertemente la funcion como relacion entre magnitudes, pues se le otorga valor predominante
al uso auxiliar de la proporcionalidad directa como precursor del surgimiento de la funcién
lineal, por ende no esta cercano a las orientaciones contemporaneas de lo que se conoce como
funcién en la comunidad matematica actual. Sin embargo, se hacen intentos de entregar
herramientas de linealidad (representada por: f(x; + x5) = f(xy) + f(xy) y f(ax) = af (x))
que en el rigor matematico esta asociado a espacios vectoriales; esto potencialmente le puede
ayudar al estudiante, sin embargo con las herramientas que tiene el estudiante hasta el curso

mencionado pareciera no tener sentido.

72



Aritmética

Algebra

Geometria

Andlisis

Probabilidad
y Estadistica

Verbal

Tabla 11. Ramas de la matematica en los registros de representaciones pretendidos por los textos del estudiante

Tabular

8° Basico

Gréfico

Algebraico

Algoritmico

Verbal

Tabular

1° Medio

Graéfico

Algebraico

Algoritmico

Verbal

Tabular

2° Medio

Gréfico

Algebraico

Algoritmico
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Primero Medio

En este nivel el texto escolar enfrenta una transicion entre lo conceptualizado de la
funcién lineal en octavo basico fundamentado en la proporcionalidad directa, sin embargo, en
el texto de primero medio realiza un salto mayor introduciendo el término de relaciones, dando
un sentido mayor predominancia al ambito algebraico, por lo que se espera que el enfoque
epistemoldgico sea de la funcidn expresion analitica o bien la funcion a partir de la Teoria de

conjuntos.

Al continuar con la lectura del libro se pierde nuevamente esta riqueza que puedo haber
ofrecido el potenciar el término de relacion lineal. Se aprecian los alcances en definiciones no
explicitadas, sino que en los bordes del texto se define formalmente la funcion lineal, menciona
el dominio y recorrido de la funcion, se define el conjunto que relaciona la funcion estudiada en
este nivel. Por lo tanto, se hace esfuerzo de afianzar conceptos nacidos luego de la funcién a
partir de la Teoria de conjuntos.

Por otra parte, el énfasis no en el enfoque de la funcion a partir de la Teoria de
Conjuntos, sino que se encuentra enmarcada y categorizada dentro de la funcion inserto en la
geometria analitica, por tanto, sus enfoque principal es la funcién como representacion gréfica,

y en segundo lugar la funcién como expresion analitica.

Segundo Medio

Conforme los lineamientos que dejaba el texto de primero medio, el texto de segundo
medio vuelven a los enfoques de la funcién como correspondencia y la funcion como relacion
entre magnitudes. Pues la tabulacién y representacion metddica de lo que refiere el andlisis de
funciones cuadréticas y la determinacion de funciones inversas a funciones, en este caso se
estudian las funciones inversas a la lineal y cuadratica, no se realizan menciones ni a la

logaritmica, racional o raiz.

La poca profundizacion de contenidos propios del concepto de funcién que nacen con el
enfoque de la funcién a partir de la Teoria de Conjunto, no especifica métodos de para
fundamentar ni mucho menos argumentar la existencia de la funcién inversa. Por lo tanto, los
paradigmas que se detectan en el texto del estudiante para segundo medio se hallan fundados en
la funcion como correspondencia, la funcién como expresion analitica y la funcion como

representacion grafica.
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Significado del concepto de funcidn en los textos del estudiante
Sin duda, el texto correspondiente para primero medio muestra algunos matices
importantes en la funcion como a partir de la Teoria de Conjuntos, sin embargo no concretan

adecuadamente en el texto del estudiante de su siguiente nivel.

Por otra parte, el significado predominante es el de la funciéon como correspondencia
pues se centra en los procedimientos algoritmicos que permiten el llenado de tablas,
asociandolos a pares ordenados dentro del plano cartesiano. De igual modo la funcion la funcién
como expresion analitica, dado que el identificar los coeficientes numéricos da nociones de la
gréafica de la curva representada por la expresion que le corresponde. Y por Gltimo, la funcién
como representacion grafica toma el espacio suficiente para que el estudiante asocie a la funcién

lineal una recta y la funcion cuadratica una parabola.

No se identifica en ningun texto el enfoque de la funcion como correspondencia
arbitraria, por lo que sutilmente somete al estudiante al estudio de la funcion lineal y la funcién

cuadréatica como candidatos representativos del concepto de funcion.

Por lo tanto, el significado pretendido por los textos del estudiante para los cursos de
octavo bésico, primero medio y segundo medio corresponde a enfoques holisticos de la la
funcion como correspondencia, la funcion como relacion entre magnitudes, la funcion como
como representacion grafica y la funcién como expresion analitica; sin dejar de mencionar que
el enfoque de la funcion a partir de la Teoria de Conjuntos se ve pretendido en el texto, con la
salvedad que se trabaja bajo la premisa de relaciones lineales y no de funciones; por tanto, se

considera solo como un matiz dentro de la definicién pretendida por los textos de estudios.

Cabe sefalar, que los equipos editoriales no son los mismos de cada textos al igual que
los editores, por tanto es posible la el significado pretendido no sea intencionado por parte de
las editoriales, sino que como como consecuencias de los textos y editoriales que acepta el
ministerio de educacion. Por ende, puede que las pretensiones de los significados que los textos

para el estudiante no sean las que espera los equipos editoriales que las construyen.

Finalmente, conforme con la tabla que asigna la definicion dinamica del concepto de
funcién, pensando que este no es propio de la de un enfoque epistemoldgico, sino que la

cohesidn y articulacion de estos permiten vislumbrar un mejor significado (ver .
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Tabla 12. Significado implicito del concepto de funcion otorgado por los textos del estudiante

Probabilidad y

Aritmética Algebra Geometria Analisis L
Estadistica
g | 8 g | 8 g | 8 g | 8 g | 8
_lsleol€|lEl_|s || E|l_-| 5|l B|E|l_|s5|c|S | E|l_|5|a|l8|E
[:53 — o o = o — o o = o — o o = [55 — 9 o = [55 — (5] o =
L35 >3 U= [<5) o o =] Y= [<5) o o 3 Y= [<5) o o 3 Y= [<5) o o > Y= [<5) o
s | 8| ¢ | =2 2|5 8| | 2| 2|l 8/ 8l 2|l 8 |22l | 8 ¢ 2 2
> | | O || <] > F|O | << <> |0 < | <C<]> |0 || <> |0 ||
La funcién
como o | o ° ° ° °
correspondencia
La funcién como
relacion entre | ® ° ° ° °
magnitudes
La funcién como
representacion ° ° °
gréafica
La funcién como
expresion o | o ° o | o
analitica
La funcién como
correspondencia
arbitraria
La funcion a
partir de la
p o | o
teoria de
conjuntos
11

11 El orden de mayor a menor predominancia en los textos se da de la siguiente forma: la funcion como correspondencia, la funcién como relacién entre magnitudes,

la funcién como expresion analitica, la funcion como representacion gréfica y la funcién a partir de la Teoria de Conjuntos.
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Conforme a lo consignado en la tabla 12 se determina la definicion implicita del

concepto de funcion bajo el paradigma de la funcién como correspondencia, bajo el registro

algoritmico y con notoriedad en el Algebra, se determina lo pretendido por los textos escolares

bajo la ensefianza-aprendizaje del concepto de funcion; se dice ensefianza-aprendizaje, pues el

texto es complementario a la labor docente en aula.

Vi.

4.2.2.5. Errores detectados en el texto del estudiante

No existe definicion formal del concepto de funcion.

No hay induccidn respecto a lo que es la ecuacién de la recta como herramienta auxiliar
en la construccion y modelacién de la funcion lineal.

Uso del término “Relacion lineal de dos variables” con notaciones caracteristica de
funciones.

Presentar una grafica de rectas paralelas al eje Y como parte de la ecuacion “ax + by = ¢”.
Funcidn inversa expresada como la operacién inversa que realiza una maquina.
Omision de la biyectividad como condicion necesario de la existencia de la funcién

inversa a una funcién dada.

4.2.2.6. Andlisis de los errores detectados

Al igual que en la deteccion de errores del curriculum nacional no se evidencia la
formalizacion matematica del teoria de conjuntos y no se define el conjunto donde esta
su dominio y su recorrido. En ese mismo sentido, no se determinan las condiciones
necesarias e intrinsecas que definen a una funcién como tal.

Conforme las bases curriculares no hay Objetivos de Aprendizaje que definan dentro de
la geometria analitica la ecuacion de la recta, por tanto, el texto se ve en la obligacion de
tomar herramientas de la geometria analitica para por der construir la funcion lineal,
indicando que la funcién lineal posee pendiente, por ende, no existe argumentacion
tedrica, ni mucho menos activacion de conocimientos previos para determinar la
expresion analitica de la funcidn lineal.

De acuerdo con las definiciones de la matematica las relaciones son subconjuntos del
producto cartesiano de dos conjuntos, y que conforme a las definiciones algebraicas el
concepto de funcion es una relacion con condiciones necesarias que debe tener para que

se determine como una funcién. Como consecuencia no existe esta acotacién en cuanto
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Vi.

a la terminologia matematica que se utiliza en este curso. Por cierto, en este texto es
evidente que se utiliza la notacion caracteristica de funcion “f” que en contradiccion en
su premisa de estudio se clasifica como relacion.

Con la utilizacion de la geometria analitica para determinar la pendiente de la ecuacién
de la recta, se exponen graficas donde aparece la expresion analitica asociada a esta
recta, donde por lo cierto, no corresponde a una funcidn lineal, pues para cada elemento
del dominio de la funcion le corresponde un Unico elemento del conjunto de llegada.
La metafora de la maquina es un expresion recurrente al momento de exponer temas
asociados a funciones, en el texto de segundo medio se ve como el estudiante debe llenar
una tabla donde especifica las acciones que realiza una determinada maquina, por ende,
el estudiante debe determinar el antbnimo a una accion para de este modo introducir a
lo que es la funcion inversa. Lamentablemente la definicion de funcién inversa no esta
dada a los anténimos, pues estos responden al significado opuesto aproximado de un
concepto o accidén a un determinado contexto.

El determinar la funcion inversa con la grafica de la funcion identidad hace que el
estudiante realice operaciones algoritmicas donde con el uso reiterado de esta técnica él
pueda hallar la grafica a una funcion determinada, donde posteriormente debe asignarle
una expresion analitica. En otras palabras, el texto no presenta los argumentos
algebraicos correspondientes de la existencia de la funcion inversa y solo se limita a

presentar la funcién inversa de forma gréafica principalmente.

4.2.2.7. Resumen de errores detectados

Existen variadas discrepancias en los textos del estudiante, donde se evidencia errores

conceptuales, que potencialmente el estudiante que en su transitar por los cursos estudiados se

encuentre en su formacidn con estos textos se hallara sin duda con obstaculos, como por ejemplo

el estudiante que en el afio 2017 tuvo libro de octavo, hasta que llegado el 2019 con el texto de

segundo medio analizado; ahora, solo por mencionar algun obstaculo, es el alto grado de

formalizacion que existe en el texto de primero medio versus a los aportes a funcion lineal y

funcién afin en el texto de octavo basico.

El uso indiscriminado de herramientas de la geometria analitica con modelaciones que

aparentaran ser propias de las funciones. Como consecuencia de lo analizado en el curriculum
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confusiones considerables se producen al asignar el mismo significado a ecuacion de la recta y
funcion lineal, o en el caso de funcién cuadrética con parabola, por ende no hay una cohesion

discursiva ni expositiva de lo que realmente es una funcion.

De este analisis, se determina que a pesar de la existencia de los diversos registros
representativos de funciones no garantiza el aprendizaje acabado de funciones, pues se evidencia
que la escases en la definicion de los elementos propios de los enfoques epistemoldgicos se
incurren a errores. En otras palabras, no se caracterizan las técnicas de traduccion de un registro

a otro, pese a que estos estén presentes tanto en el curriculum como en los textos del estudiante.

4.2.3. Planificaciones de Matematica
En este apartado se analizaran dos planificaciones creadas por profesores al momento de
ensefiar el concepto de funcion en el aula. Se entiende que los analisis de estos documentos no
seran analizados minuciosamente como fue en el curriculum y en los textos del estudiante. De
modo que el analisis no podra evidenciarse el significado pretendido por el profesor respecto a
definir esta herramienta matematica, pues una sola clase no es muestra suficiente para inferir en
el significado que el creador de la planificacion le otorga al concepto de funcién; pero si se

realizara la deteccién de los errores evidenciados conforme a lo explicito que demuestren.

4.2.3.1.  Planificacion 1
En esta planificacion (ver anexo 1) hallada se hace un estudio preliminar de la clase a

desarrollar, asignando los siguientes detalles:

Clase de productos notables- Primero Medio
OAZ3: Desarrollar los productos notables de manera concreta pictorica y simbolica:

» Transformando productos en sumas y viceversa.

» Aplicandolos a situaciones concretas

» Completando el cuadrado de binomio

» Utilizandolos en la reduccién y desarrollo de expresiones algebraicas

Objetivo de la clase

Encontrar un modelo para resolver productos de dos binomios con un término igual.
OAh: Usar modelos, utilizando un lenguaje funcional para resolver problemas cotidianos y
para representar patrones y fenomenos de la ciencia y la realidad.
OAA: Abordar de manera flexible y creativa la busqueda de soluciones a problemas de la
vida diaria de la sociedad en general o propios de otras asignaturas.
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Esta es una seccion planificacion de una clase de productos notables, donde la persona
que construye esta clase detecta los Objetivos de Aprendizaje (AO3), las habilidad (OAh) y las
actitudes (OAA) del curriculum, donde el docente debe seleccionar aquellos que sean

pertinentes y que cohesionen adecuadamente con la clase.

En esta seccion se evidencia que el docente para realizar una clase de productos notables
toma como habilidad matematica el modelar, la cual estd dada por “Usar modelos, utilizando
lenguaje funcional...” en donde los productos notables, conforme a lo que el curriculum de
matematica establece no debe de trabajarse como expresiones bajo lenguaje funcional y
tampoco los productos notables no responden a un proceso bajo los pardmetros de una funcion;
teniendo en cuenta que los productos notables responden a la distributividad, esto es valido para

los conjuntos que hasta este nivel los alumnos han estudiado.

Finalmente, se evidencia el error de caracterizar los productos notables bajo un rotulo de
lenguaje funcional. Que en otras palabras una relacion de expresiones algebraicas equivalentes

es imposible determinarlas bajo los fundamentos de una funcién.

4.2.3.2.  Planificacion 2
La planificacion 4 (ver anexo 2, semana 15) presenta la planificacion para octavo basico,
asociado al OA7, teniendo como objetivo de la clase la siguiente expresion “Elaboran,
completan y analizan tablas de valores y graficos, y descubren que todos los pares de valores
tienen el mismo cociente (“constante de proporcionalidad”). Descubren el concepto de funcion

mediante la relacion de proporcionalidad directa.”

Con la afirmacién expuesta como objetivo de clase, se distingue claramente la influencia
curricular de determinar la funcidn lineal bajo la proporcionalidad. Sin embargo, en esta clase
determina como objetivo que los estudiantes deben descubrir el concepto de funcion mediante

la proporcionalidad directa.

Por tanto, no existe una coherencia entre la definicién de funcion respecto a la
proporcionalidad directa, que si bien se puede asociar a la funcién lineal, pero no garantiza la
apropiacion del concepto de funcion. Por tanto, el error es declarar que la nocion de funcion se

puede descubrir con las propiedades de proporcionalidad directa.
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4.2.3.3.  Errores detectados en las planificaciones

i.  Relacionar el lenguaje funcional a la identificacion de patrones que se interpretan de los
productos notables.

ii.  Descubrir la nocién de funcion mediante la proporcionalidad directa.

4.2.3.4.  Analisis de los errores
Estos errores cometidos en las planificaciones se pueden interpretar como consecuencias
en las sugerencias de los programas del ministerio de educacion, pues es alli donde se establece
que, por ejemplo, la funcion lineal se construya a partir de la proporcionalidad directa, este
hecho en lo empirico es coincidente de que el estudiante puede obtener una funcion lineal a
partir de nociones de proporcionalidad directa, sin embargo, jaméas podra asociar con esta ldgica
funciones cuadraticas, pues la proporcionalidad lleva como lema emblema “si una variable crece

entonces la otra variable también crece”.

Por otra parte, el error de asignar lenguaje funcional a lo que se etiqueta como productos
notables, que en el rigor es la distributividad de la multiplicacion respecto a la suma. Por lo
tanto, un analisis de este error estd en mal interpretar usos algebraicos con aplicaciones

funcionales que permiten la modelacion.

4.3. Recopilacion de errores detectados
A continuacién se presenta la tabla que muestra los errores detectados en el curriculum

Nacional, en los textos del estudiante y en planificaciones de matematica.

Tabla 13. Errores detectados

Curriculum Nacional i.  Falta la formalizacién conceptual de la nocién de funcion.

ii.  Representacion grafica mediante un diagrama de Venn.

iii.  No discriminacion entre lo que es una ecuacion y una
funcion.

iv.  Alto grado de abstraccion presentados y expresiones
analiticas de elevada complejidad en la notacion expuesta
en los indicadores de evaluacion

v.  Se plantean que la funcidn lineal puede ser representada
por dos variables.

vi.  Se manifiesta la ecuacion de la recta como funcién lineal
de manera deliberada.

vii.  No definir las condiciones para la existencia de la inversa
de una funcion.
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viii.  Usar la reflexion de la funcion identidad para determinar
los puntos de la funcion inversa, sin conocer la funcién
identidad.

Textos del estudiante i.  No existe definicion formal del concepto de funcion.

ii.  No hay induccidn respecto a lo que es la ecuacion de la
recta como herramienta auxiliar en la construccién y
modelacion de la funcion lineal.

iii.  Uso del término “Relacion lineal de dos variables” con
notaciones caracteristica de funciones.

iv.  Presentar una gréafica de rectas paralelas al eje Y como
parte de la ecuacion “ax + by = c”.

v.  Funcién inversa expresada como la operacion inversa que
realiza una maquina.

vi.  Omisidn de la biyectividad como condicion necesario de
la existencia de la funcion inversa a una funcion dada.

Planificaciones de matematica i.  Relacionar el lenguaje funcional a la identificacion de

patrones que se interpretan de los productos notables.
ii. Descubrir la nocion de funcion mediante la
proporcionalidad directa.

Entre lo recurrente se halla que la formalizacion del concepto de funcion no es la
adecuada conforme a significado matematico, holistico y educativo del concepto de funcion. No
obstante, conforme a los fundamentos de aprendizaje del concepto de funcidn se detectan que
en cada uno de las muestras de estudio se detectan los diferentes registros representativos del
concepto de funcion.

El no discriminar entre lo que es una funcidn versus a una ecuacion de la recta o
productos notables en el caso de una planificacién; vale decir, erroneamente se espera que todo
lo algebraico sea expresado en lenguaje funcional y esto no es asi, pues no todo lo algebraico
constituye a una funcion, como muestra de esto es que la funcion es un tipo especial de relacién

sin embargo, no toda relacion es funcion, por ende no todo lo algebraico es una funcion.

El uso indiscriminado de la construccion de una funcion mediante herramientas
algebraicas y geométricas, otras palabras, no hay explicitacion de lo que es Unicamente

correspondiente a funciones y no de otra rama.

El usar herramientas propias del algebra de funciones (como composicion de funciones
para una funcion y su inversa) como herramientas de manipulacion técnica en lo algoritmico,

como es el ejemplo de las funciones inversas sin saber si su existencia es cierta o no.
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5. Conclusiones y Proyeccion

Conforme a la pregunta de investigacion que se propone, dice: ¢Existen errores
conceptuales en la ensefianza del concepto de funcion presente en los documentos asociados a
la ensefianza-aprendizaje de estudiantes de educacion media? Y la respuesta es si, ya que se
han detectado los errores presentes en los documentos orientadores en la ensefianza aprendizaje

del concepto de funcidn. Es pues, al seguir cada uno de los objetivos de la investigacion

0l. Gracias a la comprension del origen evolutivo del concepto de funcion, desde los
intentos mas primitivos a las modelaciones y representaciones de situaciones mas
avanzadas, se determina en qué contexto historico se encuentran actualmente el concepto
de funcion.

02.  En el mismo analisis de la comprension evolutiva del concepto de funcion se muestran
fuertemente las luces del conflicto epistemologico que tenia el concepto de funcidn hasta
Ilegar a su definicion formal hasta los matices que es posible utilizar como herramienta
interdisciplinaria.

03. El concepto de funcién independiente de su epistemoldgica y evolucion histérica
presenta un caracter educativo, académico, inserto en la misma matematica como objeto
matematico potente para cada una de las ramas de ésta. Por tanto, el sentido formalizado
que se conozca depende del ambito educativo donde esté, pues no es idéntica la
definicion de funcion para el Analisis que para el Algebra. De modo que este caracter se
obtiene bajo la construccién de este mismo rubro.

04. A raiz de conocer el caracter que la educacion le asigna al concepto de funcion y de
como las concepciones epistemoldgicas varian de una a otra es que resulta ser, la
funcidn, un objeto matematico interesante para la didactica de la matematica, pues desde
alli se plantean que la comprensién del concepto de funcion viene dada por conocer cada
uno de sus registros representativos y de como se traduce de uno a otro.

05.  Por otra parte, luego de comprender el significado del concepto de funcion es que nace
la necesidad de recopilar documentacion asociada a la ensefianza-aprendizaje de
estudiantes de ensefianza media, de ello se tomaron tres elementos caracteristicos de la
docencia, como es el curriculum, en especifico el programa de matematica de los niveles
de octavo basico, primero medio y segundo medio; los textos escolares; y por ultimo,
dos planificaciones de relacionadas a funciones.
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06.

o/.

Luego de estudian los documentos seleccionados con el objetivo de comprender su
definicion implicita de fondo, a fin de contrastar la definicion construida del concepto
de funcion con cada una de sus vertientes, de modo que al no triangular adecuadamente
la informacion es que surgen los errores en los documentos sefialados.

Por Gltimo, el sefialar la recurrencia de estos errores permite evidenciar que tan robustos

son estos y que con la persistencia de ello signifiquen un aprendizaje mal logrado.

Por tanto, luego de estudiar llevar acabo cada uno de los objetivos especificos se

construyen los objetivos generales de esta investigacion que estan dados por:

Ol

02.

0s.

Conceptualizar el concepto de funcion en tres niveles, dimension matematica,
significado curricular y significado Holistico, para comprender su significado como
objeto matematico.

Detectar errores conceptuales en la ensefianza-aprendizaje del concepto de funcion
documentos asociados a la ensefianza-aprendizaje para estudiantes de ensefianza media.
Evidenciar errores conceptuales en la ensefianza-aprendizaje del concepto de funcion

hallados en documentos insertos en el plano educativo de educacién media.

Este trabajo da aportes respecto de que la ensefianza de funciones no estd siendo

adecuadamente correcta, pues se presentan errores recurrentes, que de acuerdo con los aportes

de la didactica de la matemaética se puede superar, pues la persistencia de errores a posterior

constituye en obstaculos epistemolégicos.

De igual forma, este trabajo puede tomar en conciencia que los procesos de ensefianza

aprendizaje estan alineados de forma errénea, con lo cual es necesario realizar cambios

curriculares, que como consecuencia traeria mejoras en la edicién de textos de estudio y

mejoramiento en la planificacion del quehacer docente.
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Anexos

1. Planificacion 1

Inicio- Desarrollo-Cierre de una clase

Clase de Productos notables -Primero Medio
OA 3 : Desarrollar los productos notables de manera conereta, pictorica v simbélica: =
Transformando productos en sumas y viceversa. * Aplicandolos a situaciones concretas. =
Completando el cuadrado del binomio. » Utilizandolos en la reduccion y desarrollo de
expresiones algebraicas

Objetivo de la clase

Encontrar un modelo para resolver productos de dos binomios con un termino igual

H. h: Usar modelos, utilizando un lenguaje funcional para resolver problemas cotidianos
v para representar patrones y fenémenos de la ciencia y la realidad.

A. A. Abordar de manera flexible y creativa la busqueda de soluciones a problemas de la
vida diaria, de la sociedad en general, o propios de ofras asignaturas.

Inicio

Posterior a una clase de operatoria algebraica. El inicio se realiza con la siguiente
consigna

“Hoy veremos Productos Notables”. Se pregunta qué es producto y qué es notable. A
partir de ello, se llega a la conclusién que son multiplicaciones comunes, que
continuamente vemos en las distintas tamas de la matematica, etc. Se explica que la
idea no es invertir tiempo en ellas, sino trabajar de manera eficaz, eficiente y efectivay
por ello el objetivo es buscar la forma de no desarrollar el algoritmo, pero encontrar el
resultado

Desarrollo

Se solicita a los estudiantes que resuelvan las siguientes multiplicaciones
(x+3)(x+4)

(x + 2)(.1’ + 5)

(x—-3)(x-2)
(x—7(x—4)
(x+5)(x—-1)
(x=3)(x+4)

Dependiendo del curso, a medida que avanzan, se le pide a los estudiantes que vayan
observando si los resultados, tienen, o no, la misma forma. ¢Qué deben observar?
a) Que los resultados tienen la forma x2 + bx + ¢
b) xes el término comun de los polinomios, entonces si tenemos (a + 3)(a + 4)
el resultado serd de la forma a? + ba + ¢, porque a es el término comdn.
c) Hay que observar que b es la suma de los términos distintos al comun.
d) Hay que observar que c es el producto de los terminos distintos al comun.

Se propicia un trabajo colaborativo, se podria trabajar en grupo y ellos deberian escribir
los resultados en la pizarra. El profesor debe observar el orden para distinguir los
patrones.

De esta forma, si tenemos una multiplicacion de la forma (x + p)(x + g) el resultado
serax?+ (p + q)x + pq
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2. Planificacion 2

+ Represantan el
conjunio solucion de
inecuaciones lineales.

15

16

Tema 3:
Funciones

Concepto de funcion + Elaboran, completan y
(paginas 144 y 145) Maostrar que analizan tablas de
comprenden la nocion | valores v graficos,
de funcion por medio de | descubren que todos
un cambio lineal: los pares de valores
« Ulilizando tablas tignen el mismo
« ysando metaforas de | cociente (“constante de
magquinas proporcionalidad™).
« gstableciendo reglas « Descubren el concepto
entre x ey de funcidn mediante |a
+ relacionandola con el | relacion de
interés simple proporcionalidad
directa.
Representacion de + Represantan |a nocion
una funcion Representar funciones de funcion de manera

(paginas 146 a 149)

de manera grafica
(plano cartesiano,

concreta (utilizando
metaforas de
maquinas), pictorica o

diagrama sagital) simbdlica.
Funcion lineal + Elaboran las tablas de
(paginas 150 y 151) Mostrar que valores y %r_:afltt:os
comprenden la nocion Enrr:gpan lentes
de funcién por medio de A53d0s &N ecuaciones

un cambio lineal y
utilizandola para
resolver problemas de
la vida diara y de otras
asignaturas

de funciones lingales
fix)l=a-x(y=a-x.
lineales.

+ Represantan |a
linealidad f{kx) = kaix) ¥
T #xz) = fix) + fix:z) en
tablas v graficos.

Cuademo de
actividades
(paginas 62
artl)

Aula Virtual
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+ Modelan situaciones
de |a vida cotidiana o de
ciencias con funciones.

Grafico de & funcion
lineal
(paginas 152 a 155)

Representar funciones
lineales en el plano
cantesiano:

« realizandao
traslaciones

+ determinando el
camhbio constante de un
intervalo a otro

+ Descubren gue la
inclinacion (pendients)
de la grafica depende
de la constante de la
proporcionalidad.

+ |dentifican la
pendients del grafico de
la funcidn fix) = ax con
el factaor a.

= Verifican que las
coordenadas de puntos
pertenecientes al
grafico son soluciones
de la ecuacion fix) = ax.

7

Funcidn afin
(paginas 156 y 157)

Mastrar que
comprenden la funcidn
afin generalizandola
como [a suma de una
constante con una
funcion lineal

+ Representan,
completan y comigen
tablas y graficos
pertenecientes a
cambios con una base
fila y tasa de cambio
constante.

« Diferencian modelos
afines, lineales y de
proporcionalidad
inversa.

« Modelan situaciones
de |a vida diaria o de
clencias con funciones
afines.

+ Resuelven problemas
de |a vida diaria o de
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ciencias que involucran
el cambio constante
expresado mediante
eCLUaciones recursivas
de la forma

fix+1) —1ix) =cC.

Grafico de [a funcion
afin
(paginas 158 a 161)

Representar una
funcion afin en el plano
cartesiano

+ Elaboran, basados en
los graficos, la ecuacion
de la funcion afin

fix) =ax + b.

+ |dentifican, en la
ecuacion funcional, el
factor a con la
pendients de la recta y
&l sumando b con el
segmento enire el punto
de interseccion del
grafico con el gje
vertical y el ongen
o(0|0)

= Elaharan graficos de
funciones afines ay b
dadas o con dos puntos
dados y verifican que
las coordenadas de
punios pertenecientes
al grafico son
soluciones de la
ecuacion fix) =a-x+ b
+ Determinan las
regiones en el plano
cartesiano cuyos puntos
p(xly) representan
soluciones (x]y) de las
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inecuaciones
y=a-x+bo
¥ =a-x+h

18

Uso de soffware
(paginas 162 y 163)

Fepresentar diferentes
funciones en el plano
cartesiano

+ Representa funciones
ineales y afines,
comparan sus puntos
de interseccion con los
gjes ¥ su pendiente.

Taller de habilidades
matematicas
(paginas 164 y 165)

Desarrollar paso a paso
una habilidad
disciplinar.

* Desarrollan la
habilidad de representar
resolviendo un
problema en el plano
caresiano.

Resolucion de
problemas
(paginas 166 y 167)

Desarrollar paso a paso
la resolucion de
problemas.

+ Resuelven un
problema que involucra
el uso de funciones
para modelar.
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