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Resumen

El estudio del limite es un proceso que se lleva a cabo en la carrera de pedagogia en
matematica dentro de cualquier universidad, méas especificamente en el curso de Calculo
Diferencial o semejante y dentro del estudio de éste se puede encontrar la definicion de limite
de funciones reales de variable real en un punto. En este trabajo se plantea la necesidad que
tiene el profesor de matemética de manejar un conocimiento extenso y profundo de la
definicion de limite de una funcidn real de variable real en un punto. En pos de satisfacer tal
necesidad, en el trabajo se desarrolla una secuencia de actividades tomando como marco para
su construccion la teoria de la Ingenieria Didactica y la Teoria del Aprendizaje Significativo.
En la etapa de andlisis preliminar se obtuvo que los estudiantes en su mayoria tienen un
conocimiento procedimental de la definicion del limite de una funcion. Sin embargo, al
evaluar a estudiantes que participaron en la Secuencia de Actividades, se observo una

comprension méas profunda de aspectos estructurales de la definicion de limite

Palabras clave: Limite, actividades, definicion, ingenieria, significativo.

Abstract

The study of the limit is a process that is developed within the mathematics pedagogy
career in every university, more specifically in the course of Differential Calculus or similar
fields, and in this study the definition of the limit of Real Functions of Real Variable in a
given point is found. This thesis presents the necessity of mathematics teachers to have vast
knowledge of the definition of the limit of a Real Function of Real Variable in a given point.
In order to meet this necessity a sequence of activities is proposed taking the theory of
Didactic Engineering and the Theory of Significant Learning as foundations. In the
Preliminary Analisys stage it was found that most students possess a procedural knowledge of
the definition of the limit of a function. However, when evaluating students that participated in
the sequence of activities mentioned earlier it could be observed a deeper understanding of

structural aspects of the definition of limit.

key words: limit, activities, definition, engineer, significant






1. Introduccion

Uno de los conceptos fundamentales del célculo es el limite, puesto que este es la base
de otros conceptos como lo son el de derivada e integral, sin embargo, su definicién es uno de
los conceptos que mas complicaciones genera a los estudiantes comprender, debido a las
nociones que deben manejar, la manera de trabajo de esta, la abstraccion inicial, etc. Ahora, es
preciso que un profesor de matemética domine la definicion de limite, debido a que el profesor
debe manejar los temas que va a ensefiar con un nivel superior al que ensefia. Por esto, ve la
necesidad de aportar una forma de esquematizar el trabajo de la definicion de limite de una

funcidn real de variable real un punto.

En este trabajo se utiliza la teoria de la ingenieria didactica como base para construir
actividades que favorezcan el aprendizaje de la definicion de limite de una funcién real de
variable real en un punto, tomando en consideracion también que estas actividades deben
seguir un orden logico, para asi ser potencialmente significativas para el estudiante. De la
teoria se obtienen 4 fases de trabajo, las cuales sirven como estructura para el desarrollo y
validacion de estas actividades, estas llevan el nombre de analisis preliminares, concepcion y

analisis a priori, experimentacion y analisis a posteriori.



2.  Planteamiento del problema

Esta tesina tiene como fin desarrollar una secuencia didactica de actividades asociadas
a la construccion de la definicion de limite de una funcion real de variable real en un punto,
considerando como foco principal la formacién de profesores de matematica. Con esto, se
espera que los estudiantes de pedagogia en matematica de la UMCE logren profundizar sus
conocimientos sobre los temas asociados a este concepto, y comprendan su proceso de

construccion.

Un conocimiento detallado de este tema es relevante porque entre el conocimiento
especializado que debe poseer un profesor de matemaéticas, debe estar el dominio del
contenido a ensefiar, eso si, con un nivel de profundizacion, organizacién y estructuracion
superior al que van a recibir los estudiantes (Carrillo, Contreras y Montes, 2015).
Especificamente, la definicién de limite de una funcion, por ser una definicion, pertenece al
subdominio del conocimiento de los temas (KoT) del modelo del conocimiento especializado
del profesor de matematica (MTSK), mas particularmente a la categoria de propiedades y
fundamentos; pues aqui estan tanto los procesos matematicos que enuncian definiciones,
propiedades y teoremas, como también sus demostraciones; se incluye también aqui todo lo
referente a la axiomatica, a esos resultados que son principios fundamentales y evidentes que

no requieren demostracion (Carrillo et al; 2015).

Como el conocimiento del profesor es relevante, y dado que el nuevo curriculum
incorpora la ensefianza del concepto de limite para uno de los cursos electivos de ensefianza
media, es necesario profundizar en su formacion y dominio de conocimientos que tiene sobre
la definicion de limite. Este nuevo curriculum fue elaborado entre los afios 2018 y 2019, y
promulgado a mediados del 2019. Este responde a la ley 20.397, también conocida como la
Ley General de Educacion (LGE).

Uno de los nuevos cursos electivos, que lleva el nombre de Limites, Derivadas e
Integrales; especificamente en la unidad numero 2, que se llama “Reconocimiento de un

Patron Infinito y la Nocion del Limite”, encontramos los siguientes indicadores:



Contenido

“OA2: Argumentar acerca de la existencia de limites de funciones en el infinito y en un
punto para determinar convergencia y continuidad en contextos matematicos, de las ciencias y
de la vida diaria, en forma manuscrita y utilizando herramientas tecnoldgicas digitales”

(MINEDUC, 2020, p. 67)
Habilidades

“OA d: Argumentar, utilizando lenguaje simbdlico y diferentes representaciones, para
justificar la veracidad o falsedad de una conjetura, y evaluar el alcance y los limites de los

argumentos utilizados.

OA g¢: Elaborar representaciones, tanto en forma manual como digital, y justificar
como una misma informacion puede ser utilizada segun el tipo de representacion.”

(MINEDUC, 2020, p. 67)
Actitudes

“Pensar con autorreflexion y autonomia para gestionar el propio aprendizaje,

identificando capacidades, fortalezas y aspectos por mejorar.” (MINEDUC, 2020, p. 67).

Alli también se encuentran los siguientes indicadores de evaluacién asociados a dichos

objetivos:
1. Conjeturan acerca del valor del limite de sucesiones, series o funciones.
2. Determinan limites de funciones de forma algebraica.

3. Analizan la existencia o el valor de limites usando aproximaciones por la derecha y la

izquierda.

4. Analizan la continuidad de las funciones en un punto utilizando representaciones y el

calculo de limites.

5. Argumentan sobre la convergencia de sucesiones, series o funciones, utilizando

representaciones y el célculo de limites. (MINEDUC, 2020, p. 97)



Respecto a estos indicadores, si bien en este trabajo no se analizaran especificamente
cada uno de ellos en detalle, todos se basan en los objetos matematicos y lenguaje necesario
para la construccion del concepto de limite.

2.1.Recopilacion de datos en el Departamento de Mateméatica

Para obtener una mirada de las posibles dificultades en el curso Calculo Diferencial en
una Variable del plan de estudios de la carrera Pedagogia en Matematica del Departamento de
Matematica de la UMCE, se solicitd a estudiantes que ya cursaron dicha asignatura a

responder una encuesta en linea

Se considera relevante la opinion de dichos estudiantes, ya que ellos pueden dar una

vision de las dificultades que existen en el aprendizaje del contenido.

En esta encuesta participaron cuarenta y ocho estudiantes que estuvieron dispuestos a
responder. Las dos primeras preguntas son cerradas con opcion unica, y las dos uUltimas son

abiertas. La informacidn obtenida se esquematiza en las siguientes tablas.

Tabla 1.

13

Respuesta a la pregunta ‘¢ Hace cuanto tiempo cursaste el curso de calculo diferencial en

una variable?”

Tiempo N° de estudiantes Porcentaje de estudiante
Se cursa actualmente 3 6%
Hace un semestre 15 31%
Dos 0 mas semestres 30 63%

fuente: elaboracién propia

Nota: las personas gque indicaron estar cursando la asignatura actualmente son estudiantes que

rinden el curso por segunda oportunidad.



Tabla 2.

Respuestas a la pregunta
diferencial en una variable?”

“7Qué tema te complico mas comprender en el curso de cadlculo

Tema N° de
estudiantes

Porcentaje de estudiante

Axiomas de los nimeros reales 14 29%
Topologia en IR 26 54%
Limites y continuidad 8%

8%

Derivadas

Fuente: elaboracion propia

Tabla 3.

Respuestas a la pregunta “;Qué concepto le fue mas complicado comprender, o aplicar en el

curso de calculo diferencial en una variable?

Concepto asociado al tema

N° de Porcentaje de estudiantes

estudiantes

Axioma del supremo o propiedad

arquimediana

Punto de acumulacion o vecindades

Definicion de limite

17 33%
20 42%
7 15%




razon de cambio 4 8%

Otro 1 2%

Fuente: elaboracion propia

Como se observa, el 57% de los estudiantes de pedagogia en matematica de la UMCE
declaran tener complicaciones respecto a la comprension de conceptos previos y de dominio
indispensable para apropiarse de la definicion limite. Esto representa un problema, pues indica
que ese porcentaje de estudiantes que respondieron la encuesta no comprenden los conceptos
intimamente relacionados a la definicion de limite; cuestion que deben dominar, ya que como
mencionamos anteriormente, el profesor debe tener un conocimiento profundo de los temas

que va a ensefar.

Ahora, en un analisis mas especifico, se obtiene que, de los 26 estudiantes que
marcaron “Topologia en R”, en la segunda pregunta 15 estudiantes mencionaron el concepto
de “punto de acumulacion”, en la tercera pregunta (esto representa al 58% dentro de los que
marcaron topologia en la pregunta 1), concepto que tiene principal importancia en la

definicién de limite de una funcién real de variable real.

Continuando con la justificacion de la tltima pregunta: ““;Por qué cree que le fue mas
complicado aplicar, o comprender el concepto mencionado en la pregunta anterior?”, algunas
de las respuestas (contando solo a los estudiantes que eligieron el tema de topologia o limite)

fueron:
e Porque son conceptos mas abstractos, dificiles de visualizar.

e Porque se encuentra poca informacion del contenido y ejercicios en los textos de

calculo.
e Porque su definicidén es compleja, y llevarlo a un ejercicio también.

Aqui podemos notar que los problemas planteados por los estudiantes fueron la escasez
de material de estudio para poder practicar lo aprendido, la falta de representaciones; y la

abstraccion misma del contenido (esto Gltimo referente al concepto topoldgico de punto de

7



acumulacion). Respecto a esto, debemos aclarar que, si bien en varios libros de texto se
presenta la definicion formal de limite de una funcidn, por lo general esta no se trabaja a
mayor profundidad, ya que pasan rapidamente a tratar otros conceptos relacionados. En los
libros de texto de Apostol (1984), Stewart (2017) y Spivak (2012), que son unos de los libros
mas utilizados y citados en la bibliografia de céalculo diferencial en una variable dentro del

departamento, se observan las siguientes definiciones:
Apostol

“El simbolismo limf(x) = A (0 f(x) = A cuando x — p) significa que para todo entorno de
X-p

N, (A) existe un cierto entorno N,(p) tal que f(x) e N,(A)siempre que x € N,(p)y x # p”
(p.157)

Justo antes de introducir esta definicion, también define lo que es un entorno como
“cualquier intervalo abierto que contenga un punto p como su punto medio” (p.157) para
posteriormente explicar los entornos en términos de desigualdades y valor absoluto. En el
texto también se nota que, si bien se demuestran teoremas usando la definicién, solo se
presentan 2 ejemplos de demostracion del limite mediante la definicidn, y éstos son los de la
funcion constante y la funcién identidad. Ademas, en el apartado de ejercicios se les da mayor
importancia a otros aspectos, como los mismos teoremas, 0 el concepto de continuidad,
habiendo solo un ejercicio que pida demostrar un limite, siendo este uno mucho mas

complicado que el de los ejemplos.
Spivak

“La funcion ftiende hacia el limite 1 en a significa que: para todo >0 existe algiin 6>0 tal que,

para todo x, si 0 < |x — a| < &, entonces |f(x) — ] < &” (p. 99)

Antes de llegar a la definicién formal del limite el autor entrega una definicion
provisional, la que dice que “la funcion f se aproxima al limite [ cerca de a, si f(x) se
aproxima tanto como se quiera a [ si x se aproxima suficientemente a a pero es distinto dea”
(Spivak, 2012, p.90). A partir de esta definicion intuitiva el autor va poco a poco trabajando
con algunos ejemplos, demostrando limites en un punto, para luego mencionar que esta
definicion provisional no es lo suficientemente precisa, por lo que a partir de algunas
deducciones entrega la definicion formal y dice que “seria inttil continuar sin conocerla. Si es

8



necesario el lector puede memorizar como un poema” (p. 99). Luego, se observa que a partir
de los ejemplos y ocupando su definicion provisional, se demuestran varios limites de
funciones en un punto, pero una vez ya formalizada la definicion, el autor solo realiza una
demostracidn utilizando dicha proposicion. Ademas, se observa en el apartado de ejercicios la
presentacién de una gran variedad de problemas referentes a la demostracion utilizando la

definicidn, pero la dificultad de éstos es bastante elevada.
Stewart

“Sea f una funcion definida sobre algin intervalo abierto que contiene al nUmero a, excepto
posiblemente en a misma. Entonces, se dice que el limite de f(x) cuando x tiendeaaeslL,y

se expresa como limf(x) = L si para cada nimero & > 0 existe un nimero § > 0 tal que si
x—a
0 <|x—a| <é,entonces |f(x) —L| < &” (p. 106).

En este libro se encuentran cuatro ejemplos relacionados a la demostracion de un
limite por definicion, y en algunos ejercicios del apartado de problemas se solicita de igual
manera demostrar un limite por definicién, por lo que este libro aporta mas que los dos

anteriores en este tema.

Considerando los tres libros estudiados, a continuacion, se pueden observar algunas

similitudes y diferencias encontradas, ademas de un complemento planteado por nosotros.



Tabla 4.

Similitudes, diferencias y complementos entre los libros de Apostol, Spivak y Stewart respecto
a la definicion de limite de una funcion real

Similitudes

Diferencias

Complementos

Se utilizan otros conceptos
necesarios para comprender la
definicion de limite, como son
las funciones, I6gica
proposicional (cuantificadores,
proposiciones 'y conectivos),
desigualdades, valor absoluto e

intervalos abiertos (o entornos).

En Apostol se da casi nula
importancia a la demostracion
de
mientras que en Spivak se dan

limites por  definicion,

ejemplos de cémo calcular
limites de funciones en un
punto, pero ocupando su
definicion provisional (aunque
estos ejemplos son bastante
formales). Ademas, solo da un
ejemplo utilizando su definicién
formal del limite de una funcion
en un punto. En el apartado de
ejercicios hay problemas de
nivel bastante elevado, siendo
en Spivak mas complejos que en
Apostol. Por otro lado, en
Stewart hay mas ejemplos sobre
la definicion del limite; y el
apartado de ejercicios tiene

otros de nivel similar.

En ninguno de los
tres libros se le da
mayor importancia a
que el punto en el
que se calcula el

limite debe ser un

punto de
acumulacion del
dominio de la

funcién. Se entregan
comentarios de que
posiblemente la

funcion no  esté
definida en el punto
para el cual se desea
calcular el limite,
pero no se especifica

por qué.

Fuente: elaboracién propia

Lo anterior indica que ademas de relacionar conceptos propios de la actividad

curricular de calculo diferencial en una variable, y para lograr comprender la definicion de
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limite, los estudiantes deben ser capaces de vincular conceptos tratados en cursos anteriores.
Este es un punto clave para lograr un verdadero aprendizaje, pues el alumno debe manifestar
una disposicion para relacionar sustancial, y no arbitrariamente el nuevo material con su
estructura cognoscitiva. Por tanto, el nuevo conocimiento que aprende debe ser
potencialmente significativo para él, es decir, relacionable a otros conocimientos anteriores
(Ausubel, 1983), y “la activacion de los conocimientos y experiencias previas que posee el
aprendiz en su estructura cognitiva facilitara los procesos de aprendizaje significativo de
nuevos materiales de estudio” (Diaz, Barriga y Hernandez citados en Palmero, 2011, p.44).
Ahora bien, aun logrando las conexiones necesarias para la comprensién de un contenido,
puede ocurrir que la falta de ejemplificacion lleve a que un estudiante no logre interiorizar la
definicion de limite, por lo que, a pesar de comprender el concepto, podria no ser capaz de
utilizar la definicion para resolver problemas que la requieran. Respecto a esto, en el
subdominio KoT del MTSK anteriormente mencionado, podemos encontrar una categoria
referente a los espacios de ejemplos, por lo que ellos se pueden considerar como relevantes

también, ya que, en términos particulares, se dice que los ejemplos

ilustran conceptos y principios, para indicar una clase o categoria superior, para
motivar, para mostrar la variacion y el cambio, para ilustrar técnicas o procedimientos;
o ejemplos para la construccion o refutacion de pruebas. (...) El espacio de ejemplos
de una persona es el conjunto de ejemplos de los que dispone y las relaciones entre
ellos, que constituyen una trama organizada a disposicién del individuo en un
momento determinado y sobre un concepto o procedimiento concreto. (Watson y
Mason citados en Carrillo et al; 2015, p.16).

Por lo que, proporcionar ejemplos podra ayudar en gran medida a mejorar el
tratamiento de la definicion de limite, puesto que aumentara la comprension y facilitara la

resolucién de los problemas que posteriormente puedan presentarse.

La construccion de la secuencia didactica se sustenta en la ingenieria didactica de
Michele Artigue, “la ingenieria didactica es singular (...) por las caracteristicas de su
funcionamiento metodologico” (Artigue, 1995, p.38), la cual se sustenta en cuatro fases, que

son.

e Analisis preliminares
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e Concepcion y andlisis a priori
e Experimentacion
e Analisis a posteriori

En resumen, en la primera etapa de analisis preliminares se realiza el planteamiento
tedrico, en este caso sobre la definicion de limite de una funcion real de variable real en un
punto (analisis epistemoldgico, analisis sobre la ensefianza tradicional, andlisis sobre las
concepciones de los estudiantes y andlisis de los conocimientos necesarios para la

construccion del concepto).

Artigue (1995), en relacién a la concepcion y analisis a priori, dice que “este analisis se
basa en un conjunto de hipotesis. La validacion de estas hipotesis estd, en principio,
indirectamente en juego en la confrontacion que se lleva a cabo en la cuarta fase entre el
analisis a priori y el analisis a posteriori” (p. 45), por lo que en la concepcidn se esquematiza
la secuencia didactica en funcion de los analisis preliminares previamente establecidos y en el

analisis a priori se formulan hipotesis sobre las posibles dificultades que puedan surgir.

En la etapa de experimentacion se aplica la secuencia didactica a estudiantes, en este

caso, de calculo diferencial en una variable en el aula.

Finalmente, en la etapa de andlisis a posteriori se contrastan los resultados con las
hipdtesis planteadas en el analisis a priori para validar la secuencia didactica propuesta, y/o

mejorarla.
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3. Justificacion y objetivos de la investigacion

3.1.Justificacién

Existen muchos estudios enfocados al aprendizaje del concepto de limite, algunos de
estos los podemos ver en las tesis de De la Torre (1994), Rendon (2017) y Analco (2019), en
donde se plantea la importancia del limite en el aprendizaje que deben tener los estudiantes. A

continuacion, se presentan algunas consideraciones sobre esto:

Primero, se debe tener en cuenta que el concepto de limite de una funcion es la idea
central del Célculo, y también puede ser la mas importante y dificil de asimilar o comprender
(Pinzon citado en De la Torre, 1994); porque por un lado, sirve como pieza fundamental para
construir conceptos que se tratan posteriormente, como son la derivada o la integral, y por
otro, genera confusiones a los estudiantes; esto se puede notar por ejemplo en la nocion del
limite, que representa a menudo una barrera que no se puede cruzar, la cual puede ser

alcanzable o inalcanzable (De la Torre, 1994).

Por otro lado, Rendon (2017) detalla la importancia de considerar la historia del
desarrollo de conceptos matematicos, ya que a partir de ella se puede generar un aprendizaje
mas completo de los contenidos, pues “la historia de la matematica a la hora de ensefar un
concepto posibilita el uso de distintas representaciones del objeto, producto de su evolucion
historica, hecho que amplia la comprension de los estudiantes sobre el objeto en cuestion”

(Bagni citado en Rendon, 2016, p. 299).

Por altimo basandose en la idea de la dificultad sobre el concepto de limite, Analco
(2019) presenta una secuencia de actividades sobre el concepto de limite utilizando la teoria
APOE, sin embargo, al momento de aplicar las actividades disefiadas pudo notar que “es
necesario disefiar y aplicar actividades que favorezcan la construccion de la concepcion
métrica” (Analco, 2019, p. 56), esto dado que sus actividades no fueron enfocadas a este tema,
pero dio cuenta que tenian relevancia al momento de lograr un aprendizaje completo del

concepto de limite.

Si bien los tres autores nos dan evidencia de la importancia del concepto de limite,

éstos se enfocan mas en el concepto en si mismo que en la definicidn de limite; por lo que en
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este trabajo se planea desarrollar a fondo esto Ultimo para asi generar una secuencia didéctica
de actividades sobre el tema. Debido a que la investigacion seré realizada en la UMCE, la
pregunta de investigacion es:

¢Como los estudiantes de pedagogia en matematica de la UMCE comprenden la

definicion del limite de una funcién real de variable real en un punto?

Los objetivos de esta investigacion se pueden apreciar a continuacion.

3.1.1.  Objetivo general
e Elaborar una secuencia didactica de actividades para la construccion de la definicion
de limite de una funcién real de variable real en un punto, que sirva para la formacion

de profesores de matematica.

Aqui se hace referencia a la secuencia en su forma final, es decir, ya aplicada, evaluada

y con las posibles mejoras de las dificultades que se puedan presentar.

3.1.2.  Objetivos especificos

A partir del objetivo general se desprenden los siguientes objetivos especificos:

e Determinar los conocimientos necesarios para la comprension de la definicion de

limite de una funcion real de variable real en un punto.

Se entiende por conocimientos al conjunto de habilidades necesarias que deben tener
los estudiantes, los contenidos que deben dominar, y otros aspectos que les permitan
comprender de manera adecuada la definicion de limite de una funcidn real de variable real en

un punto.

e Diseflar una secuencia didactica de actividades de la definicion de limite de una
funcion real de variable real en un punto, creando un analisis a priori de su aplicacién a

partir del analisis tedrico de la ingenieria didactica.

A diferencia del objetivo general, el disefio de la secuencia se basa netamente en
aspectos tedricos basados en los conocimientos de los analisis preliminares anteriormente
mencionados. Una vez concluido el disefio de la secuencia, se establece el analisis a priori

como la formulacion de hipotesis sobre las posibles dificultades de la aplicacion.
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e Aplicar la secuencia didactica de la definicion de limite de una funcion real de variable

real en un punto a estudiantes que se encuentren cursando célculo diferencial en una
variable.

e Contrastar las hipotesis formuladas en el andlisis a priori con el analisis a posteriori de
los resultados obtenidos.
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4. Marco referencial

4.1.Conceptualizacion de limite en la literatura disciplinar

Anteriormente se ha mencionado la manera en que los libros de célculo de Apostol
(1984), Spivak (2012) y Stewart (2017) abordan el tema de la definicion de limite de una
funcién real de variable real en un punto y se dieron algunos comentarios respecto al enfoque
de estos libros, donde se mencionan también los tipos de ejemplos que aparecen. En este
apartado se expondran de manera explicita dichos ejemplos para comentar el uso que le dan a
la definicion entregada en cada libro y contrastar dicho uso en los comentarios.

4.1.1.  Apostol
Imagen 1.

Ejemplos del libro de Apostol

EJEMPLO 1. Limite de una funcion constante. Sea f(x) = c¢ para todo x.
Es facil demostrar que para todo p, tenemos lim f(x) = c¢. En efecto, dado un

=D
entorno N,(c), la relacién (3.1) se satisface para cualquier N.(p) porque f(x) = ¢
para todo x, cualquiera que sea N,(c). Con la notacién de los limites, escribimos

limec=c.
z—p

EJEMPLO 2. Limite de la funcién identidad. Ahora es f(x) = x para todo
x. Podemos probar muy simplemente que lim f(x) = p. Para cualquier entorno
z=p

N,(p) se toma N.(p) = N,(p). Entonces la relacién (3.1) se realiza trivialmente.
Con la notacién de limite, escribimos

imx=p.
z—=Dp

Fuente: Calculus Apostol (1984), p. 159
Nota: La relacion (3.1) nombrada se refiere a la definicion de limite entregada anteriormente.

Notese que los ejemplos entregados son bastante basicos, pero ademas no se precisan
lo suficiente las ideas utilizadas en las demostraciones, por lo que un estudiante que no posee
suficiente conocimiento sobre el tema puede no apreciar la importancia de los entornos
(vecindades) que aparecen en las demostraciones. Por ejemplo, puede no comprender por qué

es necesario que x # p.
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4.1.2. Spivak
Imagen 2.

Ejemplos del libro de Spivak con la definicion provisional

La funcién f(x) = x” es mds interesante. Seguramente deberfamos ser capaces de
demostrar que f(x) se aproxima a 9 cerca de 3. Esto significa que debemos conseguir
que se verifique la desigualdad

¥ -9 <e

para cualquier nimero positivo ¢, si |x — 3| es suficientemente pequefio. Es obvio que el
primer paso consiste en escribir

|x279\ =|x—3| |x+3|,

ya que asi se obtiene el factor util |x — 3|. Sin embargo, a diferencia de lo que ocurria en
el caso de los ejemplos anteriores, aqui el factor extra es |x + 3|, que no es una constante
conveniente como 3 ¢ 3 000 000. Ahora bien, todo consiste en asegurarse de acotar

convenientemente el valor de |x+ 3|, de manera que lo primero que vamos a hacer es
exigir que |x —3| < 1, es decir, que 2 < x < 4, y por tanto que 5 < x+ 3 < 7, lo cual nos
asegura que |x+ 3| < 7. Por tanto, obtenemos

=9 =|x—3|-|x+3| < 7x -3,

lo que demuestra que |x* — 9| < ¢ si |x — 3| < /7, con la condicion de que |x — 3| < 1.
O, para dar una respuesta mds formal: debemos exigir que |x — 3| < min(e/7,1).

La especificacion inicial [x — 3| < 1 la hicimos simplemente por conveniencia. Po-
driamos haber exigido también que |x — 3| < ]—Iﬂ 6 que |x—3| < 10, o cualquier otro valor
conveniente. Para asegurarse de que entiende el razonamiento del parrafo anterior, el
lector deberia seguir los mismos pasos, suponiendo que |x — 3| < 10.

El argumento que hemos utilizado para demostrar que f se aproxima a 9 cerca de
3 servird también para demostrar que f se aproxima a a” cerca de a para cualquier a,
aunque en este caso va a ser algo mis laborioso obtener la acotacién apropiada para
|x 4 a|. Exigiremos primero que |x — a| < 1, confiando nuevamente en que esto asegure
que |x+al| no sea demasiado grande. De hecho, en el Problema 1-12 se demuestra que

[x] =la| < |x—a| < 1,
y por tanto

x| < 1+ |al,
de lo que se deduce que

|x+a| < x|+ |a] <2]a|+1,

obteniendo
W2 —a?| =|x—al-|x+al
<|x—al-(2]al +1),

de manera que |x* —a?| < e si [x—a| < £/(2]a| + 1), con la condicién de que |x—a| < 1.
Mis formalmente: exigimos que |x —a| < min(e/(2|a| + 1), 1).

Fuente: Calculus, Spivak (2012), p. 92-93



Imagen 3.

Ejemplo del libro de Spivak con la definicion formal

Como ilustracion final del uso de la definicion de una funcion que tiende a un limite,
hemos reservado a la funcién que se muestra en la Figura 15, la cual constituye un
ejemplo cldsico y uno de los mds complicados:

il— . 0, x irracional
fx =11 P . .

—, x = — fraccion irreducible
q q

1L . .

i . .

1 —SE L] L] L]
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Flx) = 0, xirracional, 0 < x < |
1 1/q, x= p/q fraccion irreducible, 0 < x < 1.

(Recordemos que p/g es una fraccion irreducible si p y ¢ son enteros sin divisores
comunes y g > 0.)

Para cualquier nimero a, con 0 << a < 1, la funcién f tiende a O en a. Para demostrarlo
consideremos cualquier nimero £ > 0. Sea n un nimero natural suficientemente grande,
de manera que 1/n < . Observemos que los tinicos nimeros x para los que | f(x) —0| < ¢
podria ser falso son:

1 12131234 1 n—1
PITIETTTT 0

(Si a es racional, entonces a podria ser uno de estos numeros.) Sin embargo, a pesar
de que pueden ser muchos, tan sélo existe un niimero finito de ellos. Por tanto, de todos
ellos existe uno que es el que mds se aproxima a a; es decir |p/g — a| es minimo si p/q es
uno de estos niimeros (si a fuese uno de ellos, entonces basta considerar tan s6lo aquellos
valores |p/q — al tales que p/g # a). Esta minima distancia puede elegirse como &, ya
que si 0 < |x—a| < &, entonces x no es ninguno de los nimeros

1 n—1
At
y por tanto |f(x) — 0| < & es cierfo. Esto completa la demostracion. Observemos que

la descripcion que hemos dado de 6, la cual es vélida para cualquier €, es totalmente
suficiente; no es necesario hallar una formula que exprese & en funcion de ¢.

Fuente: Calculus, Spivak (2012), p. 99-100

Anteriormente se pudo observar que existe una diferencia entre las definiciones

provisional y formal que entrega el autor, pero al momento de aplicar estas definiciones a los
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ejemplos se trabaja siempre rigurosamente, e incluso se puede suponer que los ejemplos
desarrollados con la definicion “provisional” estdn siendo trabajados con la definicion formal,
ya que posee simbolismos propios de esta (como el “€” o las desigualdades). Ademas, se
puede agregar que el ejemplo que presenta el autor respecto a la definicion formal puede
resultar dificil de comprender a un estudiante que estudia por primera vez la definicion, dada
la complejidad de la funcion, y el argumento entregado; ya que ademas no es muy
convencional, pues en general se acostumbra a encontrar una expresion de §en funcion de ¢

para probar el limite.

41.3. Stewart
Imagen 4.

Ejemplo del libro de Stewart

EJEMPLO 2 Pruebe que lim.— (4x — 5) = 7.

SOLUCION

1. Analisis preliminar del problema (intuir un valor para §). Sea £ un nimero posi-
tivo dado. Encuentre un niimero & tal que

si 0<|x—3|<8  entonces |(dx—-5)—-T|<e

Pero |(4x — 5) — 7| = |4x — 12| = |4(x — 3)| = 4| x — 3|. Por tanto, se quiere una
o tal que

sl D<|x—3|<35 entonces 4x-3|<e
esto es, si. 0<|x—3|<8  entonces |x— 3 c:%

Esto sugiere que debe elegir 8 = =/4.

2. Demostracion (demostrar que esta & funciona). Dado & = 0,elija é = e_,-"ril. 51
0= x— 3| < 8, entonces

x—35)—T|=|4x— 12| =4|x—3|<45=4[Z) =¢
| 4

Fuente: Calculo trascendentes tempranas, Stewart (2017), p. 108
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Imagen 5.

Ejemplo del libro de Stewart

EJEMPLO 3 Utilice la definicién 4 para demostrar que ll'_l:l'(l)‘ Jx=0.

SOLUCION

1. Infiera un valor para 8. Sea £ un niimero positivo dado. Aquia =0y L = 0, por
lo que se quiere encontrar un nimero & tal que

si 0<x<d entonces IVx—-0|<e

esto es, si 0<x<$d entonces Jx<e

0, elevando al cuadrado ambos lados de la desigualdad Vx < &, se obtiene
si 0<x<$d entonces x < g?

Esto sugiere que se debe elegir 6 = &%

2. Demuestre que esta 8 funciona. Dado € > 0, sea § = £%. Si 0 < x < §, entonces

\/; < \/3 = \/? =&
asf, |[Vx—-0|<e
De acuerdo con la definicién 4, esto demuestra que lim__ . Jx=0. =4

Fuente: Calculo trascendentes tempranas, Stewart (2017), p. 110

Notese que, respecto a los ejemplos aportados por los otros dos libros, en que una vez
encontrado el §, se comprueba que efectivamente se cumple la definicion con dicho §; ademas,
el libro presenta ejemplos mas sencillos de seguir para cualquier persona que recién esta
partiendo en el estudio de los limites; y estos van en concordancia con los que los estudiantes

estan acostumbrados a ver cuando cursan calculo diferencial en una variable por primera vez.

4.2.Dificultades sobre la ensefianza del limite.

Como se menciond antes, es sabido que el limite es un concepto dificil de ensefar, esto
puede deberse a distintos factores, como pueden ser las ideas primitivas de algo no alcanzable,
de aproximacion, cercania, etc. Ahora, dentro del concepto de limite, podemos decir que unas
de las cosas que genera mas problemas es la definicion de limite de una funcidn, tanto por su
nivel de abstraccion, su manejo simbolico, o porque por lo general los estudiantes interpretan

esta de forma inversa al proceso que deben realizar (De la torre, 1994), forma de pensar que
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muchas veces no es comun para estudiantes que toman el curso de céalculo diferencial por
primera vez. A su vez, Hitt (2004) plantea una serie de dificultades que se pueden presentar en
la ensefianza del concepto de limite. De éstas, algunas de las que tienen relacion directa con la

definicion son:
e Significado y uso de los cuantificadores.

Aqui se hace referencia a que, durante la investigacion, Hitt encontrd problemas con la
interpretacion de los cuantificadores, especialmente con el de existencia de un d, ya que se

confundia este con la existencia de un unico & valido para un € dado (cuando el limite existe).

En la imagen 4, lo anterior equivaldria a pensar que para un € dado, solo el valor § = ies

valido para decir que el limite es 7, cuando en verdad cualquier otro valor positivo menor que

dicho delta sirve para concluir la afirmacion.

e Aprendizaje memoristico de la definicion, sin relacionarlo con su significado

geométrico.

Con esto Hitt quiere decir que es comun que los estudiantes solo se aprendan la
definicion de manera textual, sin interpretar lo que representa cada simbolo de la definicion
para la funcion en un grafico, como, por ejemplo, la interpretacion de los valores absolutos
como distancias. Esto puede deberse a que para demostrar que el limite de una funcién es
cierto nimero, muchas veces solamente hace falta saber manipular de manera algebraica los
términos que aparecen en la definicion, por lo que no se pone demasiado énfasis en la
interpretacion geométrica. Sin embargo, esto puede generar dificultades a futuro, ya que es

muy posible que, al aprenderse la definicion de memoria, al pasar el tiempo ella sea olvidada.
e El proceso de demostracion en contraste con la intuicién.

En este punto se sefiala la dificultad que existe para demostrar ciertas afirmaciones que
en principio son bastante intuitivas. En su articulo, Hitt sefiala que se le dio la funcion

1, six€Z " . . P
f(x) = {0 jll;ce z @un profesor de matematica y se le pregunté cual es el limite cuando

x — 2, respondiendo este facilmente que el limite es 0; pero luego cuando se le pidid
demostrar que el limite no era 1, no pudo concretar la demostracion. Podria decirse que esta es

una de las dificultades mas comunes al momento de aprender calculo, ya que muchas veces se
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logra comprender el concepto de manera intuitiva y a veces hasta se es capaz de demostrar que
un limite de una funcion en un punto es cierto nimero; pero como no se conoce la
interpretacion geométrica, no se es capaz de probar que otro nimero no puede ser el limite de

la misma funcién en dicho punto.

4.3. El aprendizaje significativo.

Para relacionar conocimientos previos que se necesitan para la definicion del limite de
una funcioén real de variable real en un punto se va a considerar la teoria del aprendizaje
significativo de Ausubel, el cual se puede ver como un proceso en donde a partir de
conocimientos previos, considerando a los factores y condiciones que poseen los estudiantes,
ellos construyen nuevos conocimientos. Esta teoria se construye desde un enfoque organicista
del individuo y que se centra en el aprendizaje generado en un contexto educativo (Palmero,
2008), es decir, que se centra en las estructuras y la organizacion mental que tenga el

estudiante, respondiendo a los aprendizajes que surgen de su contexto educacional.

A partir de esto se puede definir este aprendizaje como un proceso en donde se
relaciona un nuevo conocimiento o una nueva informacion con la estructura cognitiva de la
persona que lo aprende de forma no arbitraria, sustantiva y no literal (Palmero, 2008),
teniendo en consideracion que este proceso no es solo la unién de diferentes conocimientos,
sino mas bien es el proceso en donde los nuevos contenidos que se adquieren tienen
significado para el sujeto a partir de una transformacion de los subsumidores o ideas de

anclaje de su estructura cognitiva (Palmero, 2008).

Para que pueda surgir el aprendizaje significativo se tiene que cumplir con dos

condiciones fundamentales, que son:

e Actitud potencialmente significativa de aprendizaje por parte del aprendiz, o sea,

predisposicion para aprender de manera significativa.

Respecto a este punto, es necesario tener en cuenta que el estudiante debe tener, como
se declara, una predisposicion a aprender; ya que sin ella sera muy dificil que se logre este
aprendizaje, puesto que, si no existe una motivacion de parte del estudiante de aprender, no se

podra lograr que el aprendizaje sea significativo para él.
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Sin embargo, no se debe entender que el aprendizaje significativo depende solo de la

actitud del estudiante, sino que también del segundo punto:
e Presentar un material potencialmente significativo.

Debemos tener la consideracion de que todo material que se construya debe tener una
secuencia que siga un orden l6gico para facilitar el aprendizaje, ya que a partir de ello se hace
mas natural comprender los contenidos que se presenten, facilitando la construccion de una
estructura cognitiva. Para que esto ocurra, dentro de la secuencia deben existir ideas de anclaje
0 subsumidores adecuados en el sujeto que permitan la interaccion con el material nuevo que

se presenta.

4.4.Conocimientos que debe poseer el profesor de matematica
Como se menciono en el planteamiento del problema, el MINEDUC establece ciertos
objetivos de aprendizaje que deben lograr los estudiantes respecto al contenido de limites para
demostrar que tienen conocimientos sobre el tema. Segun el MINEDUC (2020), estos

objetivos se han fijado para que los estudiantes tengan su primera aproximacion al calculo.

Por otra parte, también existen estandares orientadores sobre los conocimientos que
debe tener un profesor de matematica. Cada uno de estos estindares “se entiende como
aquello que todo docente debe saber y poder hacer para ser considerado competente en un
determinado ambito” (MINEDUC, 2012, p.7). Un estandar relativo a este contenido es el 6:
“demuestra competencia disciplinaria en el célculo diferencial y aplicaciones” (MINEDUC,
2012, p.103), que tiene varios requerimientos para asegurar su cumplimiento. Los

relacionados al contenido de limites son:
e Calcula limites y los utiliza para resolver problemas.
e Establece y analiza la continuidad de funciones de una variable real.

Aqui no se hace referencia a la definicion de limite que es el objeto de estudio de este
trabajo, sin embargo, “el docente de matematica debe desarrollar, ademas, conocimientos que
le permitan entender el orden légico de los contenidos matematicos segun la percepcion de los
matematicos puros y acorde con los libros de texto” (Fonseca y Castillo, 2013, p.5), dado que

el profesor debe evidenciar un conocimiento profundo de los temas que va a ensefiar. Ahora,
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debe contar también con herramientas conceptuales y didacticas que le faciliten anticipar
situaciones en el aprendizaje de temas especificos, para poder asi disefiar modelos alternativos
0 explicaciones que le permitan mediar con dichas situaciones (Fonseca & Castillo, 2013).
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5. Marco metodoldgico

Esta investigacion sigue una metodologia cualitativa, ya que es aplicada solamente a
nivel del departamento de pedagogia en matematica de la UMCE, més especificamente, a
pesar de que se toma en cuenta la opinion y participacion de ciertos estudiantes que ya hayan
cursado célculo diferencial en una variable, la secuencia se aplica solo a estudiantes que
cursen por primera vez dicha actividad curricular el segundo semestre del afio 2020. Ademas,
es del tipo descriptivo e interpretativo ya que por un lado se resefia el desarrollo de las
actividades y las respuestas a un cuestionario durante la experimentacion, mientras que por
otro se realizan contrastes al finalizar la implementacion para obtener conclusiones sobre lo

ocurrido.

Como se menciond en el planteamiento del problema, este trabajo se sustenta en la
ingenieria didactica de Michéle Artigue para la creacion de una secuencia didactica de
actividades para la definicion de limite de una funcion real de variable real en un punto. En
este apartado se presentan aspectos generales de la ingenieria didactica como metodologia de
investigacion, y se detallan las fases de ella en funcion del concepto a trabajar; esto para dar al

lector una visidbn mas amplia referente a la teoria que sera utilizada y como sera aplicada.

La ingenieria didactica como metodologia de investigacion se caracteriza por su
enfoque experimental de creacion, aplicacion, observacion y contraste de una secuencia de
ensefianza (Artigue, 1995) y por la validacion interna que esta proporciona, a partir del
contraste entre el andlisis a priori y a posteriori de la experimentacion realizada (De Faria,
2006); esto ultimo nos indicaria que la ingenieria didactica no necesita de comparaciones o
investigaciones externas para la validacion de una secuencia didactica, ya que posee un

mecanismo propio para realizarla.

“El término ingenieria didactica designa un conjunto de secuencias de clase
concebidas, organizadas y articuladas en el tiempo de manera coherente por un profesor-
ingeniero, con el fin de realizar un proyecto de aprendizaje para una poblacion determinada de
alumnos” (Artigue, 1995, p. 61). Estas secuencias de ensefianza se basan en la teoria de
situaciones didacticas de Brousseau, porque dicha teoria sienta las bases de la ingenieria

didactica. Esto se puede ver cuando Artigue (1995) nos menciona que las consecuencias
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metodoldgicas de la teorizacion de las situaciones didécticas de Brousseau condujeron a
desarrollar, en oposicion con los paradigmas comparativos clasicos de experimentacion en

clase, la metodologia especifica de la ingenieria didactica.

Hay dos niveles en los que la ingenieria didactica puede realizarse, dependiendo si se
busca abarcar aspectos globales o particulares de la ensefianza en la investigacion; estos

niveles se designan por los nombres de macro-ingenieria y micro-ingenieria respectivamente.

La micro-ingenieria tiene como objetivo el estudio de un tema u objeto especifico. Este
sera el nivel de ingenieria didactica utilizado en este trabajo, ya que se busca abarcar el objeto
particular de la definicién de limite de una funcién real de variable real en un punto. Respecto
a la macro-ingenieria, Sampaio & Batista (2018) dicen que permite expresar la complejidad de
una investigacion de micro-ingenieria como un fenomeno relacionado con la duracion de la
relacion ensefianza-aprendizaje, en resumen, la investigacion de macro ingenieria se centra en

temas externas al aula de clase, como pueden ser el reglamento del colegio, la direccidn, etc.

5.1.Fases de la ingenieria didactica.

Las fases de la ingenieria didactica que guian esta investigacion, como se menciond en

el planteamiento del problema, son cuatro (Artigue, 2015), y se detallan a continuacion.

5.1.1.  Analisis preliminares

Esta se considera como la fase de concepcion tedrica de la ingenieria didactica, como
bien dice el nombre, aqui se realizan analisis de antecedentes que pueden ser relevantes en el

transcurso de la investigacion. Los antecedentes considerados en este trabajo son:
e Analisis epistemoldgico del contenido

Aqui se tocan temas como la evolucion historica del concepto a ensefiar, en
nuestro caso, de la definicion de limite de una funcion real de variable real en un
punto; los fundamentos matematicos necesarios para su formulacion, y algunas de las

implicaciones a las cuales lleve el concepto a largo plazo.

e Analisis de la ensefianza tradicional y sus efectos.
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En este punto se toca la forma en que se ensefia habitualmente la definicién de
limite de una funcion real de variable real en un punto. En este caso, se basa solamente
en la parte teorica a través de los textos de célculo ya mencionados en el planteamiento
del problema, ya que, al momento de redactar estas frases, en la actividad curricular de
calculo diferencial en una variable de la UMCE, los temas asociados al limite ya

fueron evaluados.

Anédlisis de las concepciones de los estudiantes: sobre las dificultades y obstaculos que

determinan la evolucién del concepto.

Este apartado busca considerar las posibles complicaciones o problemas que
presenten los estudiantes respecto a la comprension de la definicién del limite de una
funcion real de variable real en un punto. Para esto, se elabora un cuestionario de
temas ligados al aprendizaje de tal contenido para algunos de los participantes de la
encuesta presentada en el planteamiento del problema, junto a otros estudiantes que
accedieron voluntariamente a responder esta segunda encuesta; para luego analizarlas y
distinguir las dificultades més relevantes como punto a considerar mas adelante en la

construccion de la secuencia didactica.
Anaélisis de campo de restricciones donde se va a situar la realizacion didactica efectiva

En este punto, se considera el entorno donde se lleva a cabo la aplicacion de la
secuencia didactica, que en este caso sera en el contexto de clases virtuales debido a la
situacion nacional de pandemia del COVID-19. Se analizan las posibles
complicaciones que esto implica y los efectos que puede producir en el desarrollo y

aplicacion de la secuencia.

5.1.2.  Concepcidn y analisis a priori

En la etapa de concepcion, se inicia la construccion de la secuencia didactica de

actividades de la definicion de limite de una funcion real de variable real en un punto a partir

de los andlisis preliminares realizados en la primera fase. Esta secuencia se conforma de

actividades que sirven como situaciones de ensefianza planificadas de manera intencional, con

el fin de que los estudiantes logren un conocimiento especifico, es decir, se planifican en base

a actividades problematizadoras, cuya resolucion o abordaje implique la emergencia del
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conocimiento matematico que da sentido a la clase. Ahora bien, estas situaciones estan
interconectadas y relacionan conocimientos nuevos a los ya adquiridos, puesto que el nuevo
conocimiento debe tener significado 16gico, esto es, que sea potencialmente relacionable con
la estructura cognitiva del que aprende, a través de ideas ya conocidas; de manera no arbitraria
y sustantiva (Rodriguez, 2013).

Una vez elaborada la secuencia didactica de actividades, se inicia la formulacion de las
hipotesis sobre los sucesos que puedan ocurrir durante la fase de experimentacién, tanto a
nivel de dificultades, como de los posibles resultados a obtener, ya que “el analisis a priori es
el momento donde el disefiador de la situacidn didactica, antes de la clase, explicita supuestos
referidos a: los procesos de ensefianza aprendizaje que se generaran en la situacién y los
resultados que desea producir” (Garcia, 2007, p. 134), para luego contrastar dichas hipotesis
con los resultados reales obtenidos de la experimentacion, que se examinan en el analisis a

posteriori.

5.1.3. Experimentacion

En esta fase se implementa la secuencia didactica de actividades, ya elaborada en la
etapa de concepcion, a estudiantes que se encuentren cursando la actividad curricular de
calculo diferencial en una variable. Esta se aplica en una clase y se trabajan desde aqui las

actividades planteadas en la secuencia.

Al finalizar la implementacion de las actividades de la secuencia, se pedira a los
estudiantes que respondan un cuestionario de preguntas sobre los contenidos tratados a lo
largo de la secuencia, para evaluar y posteriormente contrastar los resultados obtenidos con las

hipdtesis planteadas durante el anlisis a priori en la fase de andlisis a posteriori.

5.1.4.  Anadlisis a posteriori

Finalmente, como se menciond en los apartados anteriores, en esta fase se analizan y
esquematizan los resultados obtenidos, esto a partir de un contraste con las hipotesis
planteadas en el andlisis a priori para ver el cumplimiento o no de éstas respecto a los
resultados. Con esto se hace uso de la validacion interna que nos proporciona la teoria a través
de este contraste, enfatizando aspectos que hayan contribuido al aprendizaje de la definicion

de limite de una funcion real de variable real en un punto, u otros que no hayan sido
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considerados en las primeras etapas y que tambien se evallan como variables influyentes al

momento de lograr dicho aprendizaje.
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6. Analisis Preliminares

6.1.Introduccién.

Como se menciono en el marco metodoldgico, aqui se revisan diversos aspectos que
puedan servir de referencia y asi facilitar la construccion de la secuencia didactica de

actividades de la definicion de limite de una funcion real de variable real en un punto.

6.2.Analisis Epistemoldgico del Contenido.

Se inicia este apartado con una revision histérica de la evolucion que ha tenido la
definicion de limite de una funcidn real de variable real en un punto. Para esto, se consideran
los trabajos de Renddn (2017) y Sanchez (2012), ya que estos autores realizaron un trabajo

sobre el concepto de limite.

6.2.1.  Analisis historico.

En su tesis, Renddn (2017) hace una reconstruccion histérica acerca del limite como un
concepto general, considera diversos aspectos de este para su trabajo, como las aplicaciones
que tiene, su surgimiento desde la antigua Grecia, los objetos matematicos con los cuales se
puede relacionar el limite (funciones, sucesiones y series), etc. Mientras que Sanchez (2012)
en sus primeros apartados también realiza una revision histérica del concepto de limite. En
este caso, solo se mencionan algunos de los hitos que guardan relacion con la definiciéon de

limite de funciones reales en un punto.

A pesar de que el concepto de limite tiene sus origenes en la antigua Grecia, es recién
en la época de Newton (s. XVII) cuando se puede vislumbrar lo que serian los primeros
esfuerzos por entregar una definicion formal de limite, en el momento en que publica su obra

Philosophie naturalis principia mathematica, que contiene el lema I:

Definicién de Newton (Lema I). Las cantidades, y también las proporciones de las
cantidades, que en cualquier tiempo finito tienden constantemente a la igualdad, y que
antes del final de ese tiempo se acercan tan cerca unas de otras que su diferencia es
menor que cualquier cantidad dada, se vuelven finalmente iguales (Newton citado
Renddn, 2017, p. 61).
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Aqui hay que hacer una pausa, pues las cantidades y las razones de cantidades a las
que se hace referencia, se acercan a otras que Newton llama razones Gltimas, las cuales define
como “los limites hacia los cuales se aproximan constantemente las razones de cantidades, que
decrecen sin limite, y hacia los cuales pueden aproximarse tanto como cualquier diferencia
dada, pero sin sobrepasarlos o alcanzarlos antes de que las cantidades disminuyan
indefinidamente” (Sanchez, 2012, p. 20).

Otro mateméatico que hizo aportes a la definicion de limite fue D' Alembert (s. XVII1),

quien dice:

Definicion de D’Alembert. Una cantidad (...) es el limite de otra cantidad si la
segunda se puede aproximar la primera mas que cualquier otra cantidad dada que sea
tan pequefia como se pueda suponer, siempre que la cantidad no supere a la cual se esta
acercando, tal que la diferencia entre la cantidad y su limite es absolutamente
indeterminable (D'Alembert citado en Rendon, 2017, p 58).

Se puede apreciar que esta definicion guarda estrecha similitud a la idea entregada por
Newton un siglo antes, con la diferencia de que aqui se explicita que la diferencia entre la una
cantidad y su limite debe ser positiva, ya que esta cantidad no puede superar el valor del limite
al cual se esta acercando. Esto es algo Ilamativo, por cuanto puede llevar a pensar que la
evolucidn de la definicion de limite durante dicho siglo no presentdé cambios significativos, a

pesar de haber distintos trabajos relacionados con el concepto.

Posteriormente, a inicios del siglo XIX, se destaca la figura de Cauchy, quien se basa
en la definicion de D’Alembert, pero tomando un aspecto mas aritmético para formular su
propia definicion, evitando asi la geometria de los infinitesimales y las razones de cambio para

entregar mayor rigurosidad a dicha definicion (Sanchez, 2012). Su definicion es:

Definiciéon de Cauchy. Cuando los sucesivos valores que toma una variable se
aproximan indefinidamente a un valor fijo, de manera que terminan por diferir de él en

tan poco como queramos, este Ultimo valor se llama el limite de todos los demas”

(Boyer citado en Sanchez, 2012, p.22).

Respecto a la definicién de Cauchy, se debe sefialar que en su época, Cauchy trabajo

con limites de variables, no de funciones; es mas, Rendon (2017) sefiala que en su libro de
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analisis, Cauchy nunca define el limite de funciones, solamente el limite de variables (la
sefialada anteriormente), quien entiende por variable a aquellas cantidades que pueden tomar

un nimero distinto de valores.

También, otra cuestion que se le puede atribuir a Cauchy respecto a la definicién de
limite es que define lo que son los infinitésimos o infinitesimales como el estado de las
variables que tienen limite cero (Renddn, 2017), sin embargo, evita considerar el caracter

geométrico que representan, para darles una vision mas aritmética en su trabajo.

Luego, se llega a las contribuciones de Weierstrass y Heine (s. XIX), que inician la

Ilamada aritmetizacion del anélisis al entregar su definicion de limite:

Definicion de Heine-Weierstrass. Si dado cualquier &, existe un 7, tal que para 0< 7
<n, la diferencia f (x = n) — Les menor en valor absoluto que &, entonces se dice que

L es el limite de f(x) para x = x,(Boyer citado en Sanchez, 2012, p. 23)

Esta definicion es importante porque, como se puede ver, traduce los conceptos
matematicos de palabras a simbolos aritméticos, cuestion que no se habia evidenciado hasta el
momento. También vale decir que esta definicion, afladiendo unas modificaciones, es la que
suele usarse actualmente como definicion formal de limite de una funcion real de variable real
en un punto. Estos cambios son: reemplazar n, por & pedir que ¢ sea un valor positivo y la

inclusién de los valores absolutos como distancias.

Por altimo, se menciona que, a partir del Siglo XX, con el alto grado de abstraccion
logrado por los matematicos, el concepto de limite fue generalizado a conjuntos que no son
necesariamente numéricos, sino a estructuras mas generales llamadas espacios topoldgicos; los
que permitieron expandir varias ideas del célculo a funciones mas generales entre dichos

espacios, por las caracteristicas que estos poseen (Sanchez, 2012).

6.3.Fundamentos matematicos necesarios para la formulacion de la definicion de
limite.

Por lo ya mencionado, se puede decir que a pesar de que la definicién formal de limite
de una funcidn real de variable real en un punto fue formulada varias veces durante la historia,

fue durante el siglo X1X donde se llegé a una definicion con simbolos aritméticos en forma
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preliminar y posteriormente paso a convertirse en la definicion que actualmente es utilizada en

los cursos de céalculo.

Ahora, se mencionan los elementos que son necesarios para la formulacion y

comprension de esta definicion:

Primero que todo, se necesita un conocimiento claro acerca de los simbolos l6gicos
que aparecen en ella, como el conectivo condicional y los cuantificadores. También es
necesario el saber trabajar con estos simbolos, ya que para probar un limite usualmente se
parte buscando una equivalencia de la distancia de f(x) al limite L para encontrar un delta

adecuado para la hipotesis.

El concepto de distancia en la recta real, que se define como el valor absoluto de la
diferencia entre dos puntos (0 nimeros) a y b, es decir, |a — b| 0 |b — a| aparece tanto en el
antecedente, como en el consecuente de la definicion (|x —aly |f(x) — L|). Ademas, esta
definicion también es necesaria para la interpretacion de las proposiciones|x —a| <68 y
|f(x) — L| < € como distancias menores que un valor numérico, que posteriormente podran
también ser usadas para definir vecindades de centro en a y L con radio 6§ y e

respectivamente.

Comprender el concepto de punto de acumulacion, puesto que, en la definicion del
limite de una funcién real de variable real en un punto, es una condicion indispensable. El
punto debe ser punto de acumulacion del dominio de la funcion para asegurar que todos los
elementos de la vecindad tengan imagen por f, que se espera demostrar que estan tan cerca
como se quiera de L. Esto es importante en el sentido de que no es necesario que la funcion
esté definida en un punto especifico para buscar el limite en dicho punto, pero tampoco basta
con que solamente esté definida en dicho punto. Dicha condicidn se puede visualizar también
en la hipétesis 0 < |x —a| < §; pues como la distancia entre x y adebe ser positiva, x es

distinto de a.

6.3.1. Implicaciones a las cuales lleva la definicion de limite.

La nocion de limite distingue al Calculo de otras ramas de la matematica, a tal punto es
su importancia, que se puede decir que el Calculo es el estudio de limites. Con este concepto

se construyen otros de mucha importancia en la matematica misma como la continuidad, la
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derivada y la integral definida. EIl concepto de limites es también primordial para muchos

problemas de otras disciplinas, como fisica, ingenieria y ciencias sociales y otras.

6.4.Andlisis de la ensefianza tradicional y sus efectos

En este punto se dispone a realizar un pequefio analisis respecto a la forma en que se
ensefia la definicion del limite de una funcidn real de variable real en un punto en los libros

Que anteriormente se mencionaron.

Es importante considerar este apartado ya que, como dice Sanchez (2012), la practica
de la ensefianza no esta tan determinada por decretos formales como por los libros de texto
utilizados para ensefiar; mas ain en la universidad, donde se puede encontrar una extensa

variedad de autores por los cual guiarse para aprender o ensefiar.

Delgado (1998) en su tesis explica que existen dos formas de comprender el concepto
del limite de una funcion en un punto; una procedimental, donde, como su nombre lo indica,
se espera que los estudiantes sigan una serie de procedimientos para llegar a la solucion del
problema, mientras que, en la otra, la forma estructural, se abre paso al pensamiento de los
procesos, para focalizarse en los elementos esenciales que se requieren para la solucion de un
problema. A pesar de que aqui Delgado se refiere generalmente al concepto de limite, esto se
puede extrapolar también a la definicion que se esta trabajando; ya que se puede considerar
que al tomar la definicion del limite de una funcion real de variable real en un punto como una
forma de algoritmo, donde solo se trabaja simplemente la parte |f(x) — L| para llegar a una
forma mas sencilla (donde cominmente se encuentra la expresion |x — a|) y asi encontrar un
& en funcion de ¢, se esta trabajando de una forma procedimental. Mientras que se puede
considerar el adentrarse en el conocimiento de los conceptos que componen la definicion

(como las vecindades o el punto de acumulacién) como una forma de trabajo estructural.

Teniendo en cuenta lo anterior, y de acuerdo con lo trabajado de los textos en el
planteamiento del problema y en el marco referencial, se pueden asociar los libros de Apostol
(1984), Spivak (2012) y Stewart (2017) con una forma de comprension de la definicion de

limite de una funcion real de variable real en un punto. Esta se clasifica en la siguiente tabla.
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Tabla 5.

Comprension de la definicion de limite de una funcion real de variable real en un punto en los
textos de Apostol, Spivak y Stewart

Apostol

Spivak

Stewart

A pesar de que este libro
no presenta la notacion
e — 6 usada habitualmente,
se considera que trabaja los
ejemplos de forma
procedimental, ya que una
vez dada la definicion en
términos de  entornos
(vecindades), se limita a
dar/encontrar un entorno

que cumpla con la

condicibn necesaria para

demostrar el limite por

definicion.

En este libro se aprecia un
enfoque combinado, ya que
inicialmente se trabajan los
ejemplos con apoyo de un
grafico y teniendo en
consideracion la idea de
distancia y de vecindades;
luego se focaliza en la
forma procedimental, donde
se encuentra un delta util
para demostrar los limites;
esto claro, con un analisis
que puede resultar complejo
de

estudiantes

comprender para

que  estan
iniciandose en el estudio del
limite, debido a que se
aplican propiedades que no
son muy familiares en

algunas ocasiones.

Aqui podemos visualizar
un tratamiento similar al
de

también parte tomando un

libro Spivak, pues

enfoque estructural, para
luego pasar a trabajar los
de

procedimental;

ejemplos forma
con la
diferencia de que aqui se da
todo un

apartado para

interpretar  los  simbolos
aritméticos que aparecen en
los

la definicibn, como

valores absolutos en
términos de distancias y los
intervalos abiertos; también
menciona que el punto x al
que tiende el limite no debe
ser igual a a, pero sin hacer
énfasis, ni mencionar que
debe de

acumulacion del dominio de

ser punto

la funcioén.

Fuente: elaboracién propia
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Respecto a esto, se debe sefialar que el enfoque o forma procedimental no es
completamente perjudicial, pues al fin y al cabo esto es algo que se debe saber utilizar para
poder demostrar el limite de una funcion real de variable real en un punto; pero si puede
resultar que los estudiantes que solo manejan una comprension procedimental no lleguen a
desarrollar una percepcién completa de la definicion, y por tanto, no puedan enfrentar
problemas sobre ella que involucren aspectos como el punto de acumulacién. Un problema
que podria generarse al no dominar una comprension estructural puede ser también el de no
poder probar que cierto niamero no es el limite de una funcion, o que una funcién no tiene

limite en un punto.

6.5.Andlisis de las concepciones de los estudiantes: sobre las dificultades y obstaculos
gue determinan la evolucion del concepto

Como se establecié en el marco metodologico, luego de tener las opiniones respecto de
las dificultades en torno al aprendizaje de este contenido, se disefi0 y aplico un instrumento
relativo a la definicion de limite de una funcion en un punto, en el cual participaron treinta
estudiantes del departamento de Matematica de la UMCE de manera voluntaria. Se les solicitd

responder las preguntas de los ejercicios que se muestran a continuacion:
1.- Considerando la funcion f(x) = 3x + 1, responda:

a) Si se sabe quexesta a una distancia menor que 0,01 de 2, ¢cual es el minimo valor que

la distancia de f(x) a 7 no puede sobrepasar?

b) ¢Cual es el minimo valor que no puede sobrepasar la distancia de x a 1, para que la
distancia de f(x)a 4 sea menor que 0,05? ;Qué relacion existe entre 0,05 y el niamero
encontrado?

c) Respecto al apartado anterior, si la distancia de x a 1 es menor que 0,01, ¢se cumple lo
pedido? ¢y si es mayor que 0,5? ¢Cual es el mayor intervalo de valores que cumple lo

pedido?

Recordar: lo pedido es que la distancia de f(x)a 4 sea menor que 0,05.
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d) ¢Cual es el minimo valor que no puede sobrepasar la distancia de xa 1, para que la
distancia de f(x) a 4 sea menor que a con a > 0? ;Se puede encontrar dicha distancia

para cualquier a? Argumente.
e) demuestre usando la definicion formal del limite que fff{f(x) =4,
2.- Sea la funcién f(x) = x2, con x € (0,2) U {3}.
a) ¢A qué distancia debe estar xde 3 para que la distancia de f(x) a 9 sea menor que 1?
b) ¢Se puede decir qué ,lf_’,’gff(x) = 97 Argumente su respuesta.

1six€eZ
Osixe¢ Z

¢puede encontrar un € > 0 tal que para cualquier § > 0 se cumpla que la distancia de xa 1 este

3.- si se tiene la funcion f(x) = { En términos de la definicion formal del limite,
entre 0y § y la distancia de f(x)a 1 sea mayor que dicho épsilon? En caso de afirmacién

entregue el valor numérico de dicho épsilon. ¢Que puede concluir de lirrllf(x) con esto?
xX—

Nota: Acotamos aqui que hubo un error en la tercera pregunta, y es que, en realidad, se debio
pedir que la distancia de f(x) a 1 sea mayor o igual que épsilon; pero la pregunta no fue

eliminada debido a que un estudiante proporciono una respuesta bastante acertada de ella.
6.5.1.  Criterio de evaluacion de las respuestas de los estudiantes al instrumento.
El criterio para considerar una respuesta correcta fue el siguiente:
Pregunta 1.

a) Se considera una respuesta correcta si el estudiante expresa lo planteado en la pregunta
en un lenguaje simbolico y utiliza propiedades de las desigualdades para entregar una

respuesta en términos de distancia.

b) Se considera una respuesta correcta si el estudiante expresa lo planteado en la pregunta
en un lenguaje simbdlico, utiliza propiedades de las desigualdades para entregar una

respuesta en términos de distancia y expresa la relacion pedida.
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c) Se considera una respuesta correcta si expresa una deduccion que le permita afirmar

0,05 . .
que valores de deltaentre O y = cumplen con lo requerido, mientras que para valores

0,05 - .
mayores que —= no se puede afirmar que se cumple lo pedido.

d) Se considera una respuesta correcta si el estudiante expresa lo planteado en la pregunta
en un lenguaje simbolico, utiliza propiedades de las desigualdades para entregar una
respuesta en términos de distancia, y establece que para cualquiera > 0 se puede

encontrar la distancia pedida.

e) Se considera una respuesta correcta si el estudiante demuestra el limite mediante la

definicion formal, afirmando que delta es un tercio de épsilon.
Pregunta 2.

a) Se considera una respuesta correcta si el estudiante argumenta que la Unica distancia
que cumple lo pedido es cero, puesto que en el dominio de la funcion el Unico valor

que cumple lo pedido es x = 3.

b) Se considera una respuesta correcta si el estudiante argumenta que el limite no existe
debido a que x=3 no es un punto de acumulacién del dominio de la funcion, lo que es
un requisito para la existencia de limite en un punto (o0 si en conjunto con esto,

considera informacion de la pregunta anterior para fundamentar su respuesta).
Pregunta 3.

Se considera una respuesta correcta si el estudiante utiliza que cualquier vecindad de 1
de radio positivo contiene nimeros diferentes de 1 que no son enteros, por tanto, la distancia
de su imagen (nula) a 1 es 1, y con esto llega a que basta considerar 0 < & < 1para concluir

que 1 no es limite de la funcidén cuando x tiende a 1.

En la figura 1 se presenta un grafico de barras del porcentaje de estudiantes que respondieron

correctamente respecto a cada pregunta del cuestionario.
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Tabla 6

Tabla de frecuencias de las respuestas de los estudiantes al primer cuestionario

preguntas correcto incorrecto omitido
la 13 17 0
1b 18 12 0
1c 15 15 0
1d 20 10 0
le 21 9 0
2a 23 3
2b 23 3
3 26 3

Fuente: elaboracion propia.

Figura 1.

Gréfico Del Porcentaje De Estudiantes Que Respondieron Las Preguntas Del Cuestionario 1
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Preguntas

M respuestas incorrectas

77% 77%

0, 0,
13% 10% 13% 10%
| B
-
2a 2b

respuestas omitidas

87%

|10%
3

El objetivo de los items de la primera pregunta era saber si los estudiantes eran capaces

de asociar el concepto de distancia a un lenguaje simbdlico y lograban utilizar propiedades de

las desigualdades (o de los valores absolutos) para responder a las preguntas. También se
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busco visualizar si los estudiantes lograban asociar dichos conceptos con la definicion formal

de limite, yendo de casos particulares a lo mas general.

Ahora, teniendo en cuenta lo anterior, en el grafico se puede apreciar claramente que
una gran cantidad de los estudiantes que contestaron la encuesta no son capaces de asociar el
concepto de distancia a la definicion formal de limite; pues, ademéas de que solo el 70% de
estudiantes que realiz6 el cuestionario hizo correctamente la demostracion por definicion en la
pregunta 1e (y el 67% realiz6 de manera correcta la pregunta 1d, que es equivalente), solo el
60% de los participantes contestd de manera correcta la pregunta 1b, que es semejante a la

definicidn del limite, pero con un valor particular de épsilon.

Respecto a la pregunta 1a, se evidencia que hay problemas cuando se le pide a los
estudiantes encontrar un valor épsilon dado un delta particular, que es el proceso inverso al
cual se acostumbra a trabajar. Se pueden notar a continuacion dos tipos de respuestas usuales

que entregaron los estudiantes.

6.6.Analisis de respuestas de los estudiantes al cuestionario 1

Imagen 6.
Respuesta del estudiante 2 a la pregunta la.

Sabemos que |x — 2| < 0,01
Se pide £ que cumple con |f(x) —7| < ¢

Luego [f(x)=7]=3x+1—-7]=|3x— 6]
=3(x = 2)| = [3] *|x — 2|

Asi fx) -7l <ae |3]«|x-2|<e¢
o3lx—2|<s¢

Como |x — 2] < 0,01 2 3|x—2] <3%0,01
& |3]*|x—2|<0,03=c¢

~ el minimo valor que la distancia de f(x) a 7 no puede sobrepasar, el
0,03.

Se puede apreciar aqui que el estudiante 2 presenta un trabajo correcto con valores
absolutos interpretados como distancia; y ademas de no pedirlo, asocia elementos propios de

la definicion formal de limite en un punto, como es el simbolo “g”.
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Imagen 7.

Respuesta del estudiante 29 a la pregunta 1a.

El estudiante 29 no trabajo explicitamente con valores absolutos, pero si es capaz de
interpretar la informacién entregada en lenguaje simbdlico con desigualdades y entregando
intervalos abiertos a los cudles pertenecen x y f(x). Sin embargo, no entrega una respuesta
explicita en términos de distancia, a pesar de que su desarrollo permite entregar la respuesta,

aungue incompleta respecto a lo solicitado.

Un error comin cometido por algunos estudiantes al desarrollar sus respuestas es
despejar |x — 2| desde |f(x) — 7| y simplemente reemplazar |x — 2| por 0,01. Un ejemplo se
muestra en las siguientes figuras.

Imagen 8.

Respuesta del estudiante 4 a la pregunta la
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Imagen 9.

Respuesta del estudiante 22 a la pregunta la

Con esto, se puede evidenciar que aquellos estudiantes que respondieron de una
manera similar y llegaron a qué 0,03 < ¢ ; si bien son capaces de interpretar distancias en
términos de valores absolutos, presentan problemas al momento de utilizar propiedades de las

desigualdades y deducciones légicas.

Se sefiala que en la pregunta 1c es dificil categorizar los errores cometidos por los
estudiantes, ya que dentro del 50% de las respuestas que se consideraron incorrectas, se
encuentran errores de caracter muy variado, entregan muy poca informacion u omiten la

pregunta. A continuacion, se presentan algunos ejemplos de esto.

Imagen 10.

Respuesta del estudiante 8 a la pregunta 1c
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Imagen 11.

Respuesta del estudiante 16 a la pregunta 1c
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Imagen 12.

Respuesta del estudiante 17 a la pregunta 1c

Lo que si se puede comentar acerca de la pregunta 1c, es que la mayoria de los
estudiantes que la respondieron de manera correcta, utilizaron propiedades de los valores
absolutos para llegar a la conclusion o utilizaron informacién del apartado anterior. A

continuacion, se muestra el desarrollo de un estudiante que, a pesar de no llegar exactamente

. P . . 1
al intervalo correcto de valores que puede tomar &, solo le falté considerar un nimero (el 5).

Imagen 13.

Respuesta del estudiante 15 a la pregunta 1c
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Continuando con la pregunta 2, se nota que, en cada apartado, solo un 13% de los
estudiantes contestd de manera correcta la pregunta, por lo que ahora se evidencian solamente

los errores mas usuales.

En la pregunta 2a) un error usual fue el de tomar un delta que contuviera la variable x,

como se muestra en la siguiente figura.

Imagen 14.

Respuesta del estudiante 6 a la pregunta 2a

También, otra estrategia utilizada de manera frecuente en la respuesta fue elegir un

& <1 para acotar la expresion |x + 3|, para luego llegar a que la condicién necesaria que se
debe cumplir para conseguir lo solicitado es que la distancia de x a 3 sea menor a = sin reparar

en el hecho que alrededor del nimero 3 no hay elementos del dominio de la funcién. - Un caso

se presenta a continuacion:
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Imagen 15.

Respuesta del estudiante 5 a la respuesta 2a
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Para la pregunta 2b se sefiala que solamente el 63% (19) de los estudiantes la
contestaron; y de ellos, el 58% (11 estudiantes) cometio6 el error de considerar el limite como
la funcion f(x) evaluada en 3, no teniendo en consideracion que el punto x = 3 no es un

punto de acumulacién del dominio de f(x), como se muestra a continuacion.

Imagen 16.

Respuesta del estudiante 7 a la pregunta 2b
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Imagen 17.

Respuesta del estudiante 17 a la pregunta 2b

Finalmente, en la pregunta 3 se afiade que sb6lo cuatro de los estudiantes que
participaron en la encuesta enviaron una respuesta, y de ellos, solo uno proporcioné una

respuesta completamente correcta, la cual se afiade en la siguiente figura.

Imagen 18.

Respuesta del estudiante 27 a la pregunta 3

No se puede encontrar un epsilon mayor que cero gue cumpla lo pedido para todo x, pues considerando el
contragjemplo cuando delta es igual a 1,1, tenemos que si la distancia entre x v 1 esta entre 0 y delta
entonces esa distancia podria perfectamente ser igual a 1. En ese caso x seria igual a 0 0 a 2, por o tanto fix)
seria igual a 1. Por o tanto la distancia entre f{x) v 1 seria igual a cero, en cuyo caso esa distancia no seria
mayor a epsilon.

En caso de limitarnos a considerar valores pequefios para delta, podriamos ver que si delta es menor que 1,
entonces se cumpliria que cuando x v 1 estan a una distancia positiva menor que delta, la distancia entre f{x)
v 1 seria igual a 1, pues si la distancia entre x y 1 s menor que 1, entonces el Unico valor entero que podria
tomar x seria el mismo 1, pero eso no puede ser porque adempas la distancia debe ser mayor a cero.
Luego sabemos que x no es entero, por lo que f{x)=0. En este caso, podemos considerar un epsilon
cualquiera menor que 1y se cumpliria lo pedido (por ejemplo epsilon igual a 0,5).

Respecto a la tltima pregunta, vemos que existen epsilons tales que para todo delta pequefio se cumple
gue aunque la distancia entre x v 1 sea positiva y menor que delta, la distancia entre f{x) v 1 es mayor a
epsilon. Por lo tanto podemos concluir que el limite de f cuando x tiende a 1 NO es 1.

6.7.Analisis De campo de Restricciones Donde Se Va a Situar La Realizacion
Didactica Efectiva

Como se menciona en el marco metodoldgico, en este apartado se decide donde se
realizara la secuencia de actividades de aprendizaje, respecto a la definicién del limite de una

funcion real de variable real en un punto:

En consecuencia, se decide que la secuencia didactica de actividades se realizara en la

AC (actividad curricular) Calculo Diferencial en una Variable correspondiente al plan de
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estudios de la carrera Pedagogia en Mateméatica de la UMCE, que se dicta el segundo semestre
del afio 2020 y consta de 13 estudiantes inscritos. Previo a esta asignatura, los estudiantes han
aprobado la AC Procesos Infinitos y algunos de ellos estan cursando la asignatura de Célculo
en segunda instancia. Esta actividad de secuencia se aplica en un contexto de aula virtual
debido a la pandemia de COVID-19 que afecta al pais, impidiendo que la secuencia sea
aplicada de forma presencial. Esta situacion disminuye enormemente la interaccion y
dinamismo en la clase, ademas de impedir que el docente observe la concentracién, la reaccion
y seguimiento del desarrollo de actividades propuestas. También es un inconveniente el hecho
que los estudiantes deberan responder a las actividades en forma remota y se espera que suban
su desarrollo a una plataforma dentro del tiempo adecuado. Se agrega la dificultad de que los

estudiantes cuenten con los elementos tecnoldgicos y conexion a internet para seguir la clase.

Como la asignatura no fue asignada a nuestra profesora guia de tesina, fue necesario
apelar a la buena voluntad del docente que dicta el curso, quien tuvo la amabilidad de ceder
dos sesiones para la aplicacion de este trabajo, por lo cual la secuencia de actividades se

adapta al tiempo que nos fue concedido.

6.8.Conclusiones

Como se puede observar en el andlisis historico analizado, desde la época en que
empezaron a formarse las ideas centrales para definir el limite, la distancia juega un punto
crucial, pues desde la época de Newton hasta la definicién entregada por Weierstrass y Heine,
si bien se estudia el limite de conceptos distintos, siempre se relaciona la idea de distancia en

estos.

Posteriormente, se observo que los libros de Spivak y Stewart presentan un enfoque
combinando una comprension tanto estructural como procedimental, ya que inician
vinculando ideas como el de distancia a la de limite, para después seguir con ejemplos
realizados de manera mas procedimental; el trabajo estructural se ve mas claramente en el
texto de Stewart, ya que entrega un apartado completo dedicado a la vinculacion de ideas
como las de desigualdades y distancia a la de limite. Por otro lado, el texto de Apostol abarca

una forma de trabajo completamente procedimental, ya que no vincula ninguno de los aspectos
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mencionados anteriormente de manera explicita a la definicion de limite, sino que se limita a

resolver los ejercicios cumpliendo los requerimientos entregados de su definicidn.

En el cuestionario a los estudiantes que ya cursaron célculo diferencial en una variable,
se logré observar un escaso manejo del concepto de punto de acumulacion, y la importancia
que este tiene dentro de la definicion de limite de una funcion en un punto, ademas de la poca
comprension de un enunciado que contiene la negacion de la definicion de limite, por lo que

se toman como aspectos a considerar dentro de la construccion de la secuencia.

Se toma en consideracién que el profesor del curso introdujo la definicion de punto de

acumulacion de un conjunto cualquiera.

Para finalizar, debido a la limitacion del tiempo, solo se consideran aspectos como la
distancia, el punto de acumulacion y el trabajo con la negacion de la definicion de limite
dentro de la secuencia didactica de actividades, pero tambien podria ser de utilidad considerar
otros aspectos, como, por ejemplo, el de utilizar los cambios historicos que ha sufrido la

definicion en alguna actividad; pero esto se deja propuesto para futuras investigaciones.
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7. Concepcion y analisis a priori

7.1.Concepcion de la secuencia didéctica de actividades.

En este apartado, se desarrollan cuatro actividades que se planea realizar a lo largo de
las dos sesiones establecidas anteriormente en el analisis de restricciones. Esto mediante una
planificacion que tiene como fin de detallar las actividades que serdn implementadas. Dentro
de la secuencia se dan por entendidos los contenidos de l6gica y funciones, ademas de la
definicion de punto de acumulacion y la idea de vecindad; esto pues los primeros temas fueron
temas ampliamente tratados en cursos anteriores, y la definicion de punto de acumulacién con

la idea de vecindad fue trabajada con el profesor del curso en una sesién anterior.

Las cuatro actividades estan interconectadas para poder ser llevadas a cabo de manera

secuenciada a lo largo de las dos sesiones.

La primera actividad trata sobre el punto de acumulacion, especificamente sobre la
relacion que se puede encontrar entre este concepto y el de dominio de funciones reales, para
posteriormente dejar en evidencia que para la definicion de limite no se requiere que un punto
esté en el dominio de la funcién para poder buscar el limite de la funcién en dicho punto, sino

que este sea un punto de acumulacion de su dominio.

Para la segunda actividad, se trabaja con la idea de encontrar una vecindad de las
imagenes de cierto radio “D”, dado una vecindad de un punto de acumulacion del dominio de
una de radio "d", para relacionar los conceptos de intervalos, valor absoluto y distancia;
ademas de encontrar una relacion entre dichos radios D y d. Se realiza esta actividad debido a
que aqui se trabaja de manera directa con el conectivo condicional, que es como los
estudiantes han trabajado usualmente hasta antes de tomar el curso de célculo diferencial en el

transcurso de la carrera.

En la tercera actividad se trabaja de manera inversa a la actividad 2, es decir, se
encuentra "d"dado “D”, que es como normalmente se trabaja en la definicién de limite, para
esto, se utiliza la relacion encontrada en la actividad 2. Ademas, se toma la idea de "d"

méaximo que compla con lo requerido en el consecuente de la definicion, viendo que valores
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positivos (distancias) menores a dicho d también cumplen con lo requerido, mientras que

valores mayores no lo hacen.

Finalmente, en la actividad 4 se entrega la definicion formal de limite, reemplazando
las letras "d"y “D” por “8” y “€” respectivamente. Aqui se trabajan ejemplos de demostracion
por definicion, que es igual a la trabajada anteriormente, pero esta vez de manera mas general.
También se cierra esta idea de limite con un problema en el que se trabaja implicitamente la

negacion de la definicidn, a través de graficos y palabras.

7.2.Actividades
Tabla 7.

Planificacion de la actividad ndmero uno

Actividad 1

Inicio
Se da inicio a la actividad recordando la definicion del punto de acumulacién de un

subconjunto A de R, el cual es un valor real “c” que satisface lo siguiente: V V (c, 6), [(V(c,

0) — {c}) N Al #0Q.

Esto con la intencidn de desarrollar el significado de la expresion, la cual es que en toda
vecindad de “c” hay otros elementos de A, ademas de “c” (que puede pertenecer a A 0 no),

es decir, alrededor de “c”, y muy cerca de “c”, hay otros elementos de A.

Segun lo anterior, se les pregunta a los estudiantes: ;Qué ocurre si ¢ es un punto de
acumulacion del dominio de una funcion real de variable real f, donde A = Domf < R es
un intervalo abierto? Esto con la finalidad de llegar a que si “c” es un punto de acumulacion
de Domf entonces en toda vecindad de “c” hay elementos del dominio de f, es decir, a una

distancia pequefia de “c” habra imagenes reales de la funcion.

Desarrollo
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Luego se trabajan los siguientes ejemplos de funciones para continuar con la idea del punto

de acumulacion asociado al dominio de estas:
i) £(x) = =, con Dom f = R — {0},

i) g(x)=3x,conDom g=R.

iii) h(x) = 3x,con Dom h=[2,5[U {6,7}.

Para la primera funcion, se observa que 0 € Dom f, pero que todos los elementos
cercanos a 0 (negativos y positivos) si estan en él, es decir, si tomamos cualquier
vecindad de 0, habra elementos de Dom f en dicha vecindad; por lo que 0 es un punto de

acumulacion de Dom f, y todos los elementos cercanos a O tendran imagen real, por

2

ejemplo: £(0,01) = -y f(=0,05) = ——.

Para la segunda funcidn se observa que esta definida en todo R ya que este es el dominio
de dicha funcidn, teniendo asi que todos los puntos que conforman el Dom g son de

acumulacion, y todos tienen imagen real.

Para la tercera funcion se observa que los nimeros que son muy cercanos a 6, por
ejemplo, aquellos que estan a distancia menor que 1 de 6 no estan en el dominio, como
5,8; 5,99; 6,0001; 6,015 y por lo tanto no tienen imagen por h. Lo mismo ocurre
alrededor del namero 7. Por lo tanto, ninguno de ellos es punto de acumulacion de

Domh, pues hay vecindades de dichos puntos que no contienen elementos de Domh.

Cierre

Como finalizacion de la actividad se realiza la pregunta:

¢Para qué queremos que los elementos en la vecindad del punto de acumulacién tengan

imagenes? Aqui se espera que los estudiantes entreguen ideas para llegar a la conclusién de

que esto es necesario para saber en qué conjunto se encuentran dichas imagenes, y si estas

estan cerca de algin namero en particular.

Fuente: elaboracion propia.
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Tabla 8.

Planificacién actividad nimero dos

Actividad 2

Inicio
Se inicia la actividad recordando que queriamos que en una vecindad de un punto de

acumulacién del dominio de una funcion real hubiera elementos del dominio para ver en qué

conjunto estaban sus imagenes. Aqui, se realiza un ejemplo de esto, considerando la funcion
. P 3
(x) =x2, con Dom f =]1,3[, y tomando vecindades en torno al nimero b el cual es un punto

de acumulacion de Dom f.

Se obtienen tres casos:

En el primer caso se toma una vecindad de % de radio 2. Asi, tendremos que x € V (% ,2)—{

[

aqui se realiza una pausa para notar que este intervalo no esta completamente contenido en

3 3 3 3 3 3 1
5},entoncesx¢5y0<|x—5|<2:—2<x—5<2=>—2+5<x<2+5:>xe]—E,

N

Dom f, por lo que existen elementos a los cuales no se les puede estudiar sus imagenes.

. 3 -1 , . 31
En el segundo caso, se toma una vecindad de > de radio " Asi, se tendra que x € V (E’Z) -
3 3 1 5 7 3 57 .
{5} =0<|x —- h | < LT SX< X ES, luego x €] o [. Esta vez, notamos que el intervalo

si esta contenido en Dom f, por lo que podemos aplicar f y ver las imagenes de la vecindad,
obteniendo que 1,5625 < x? < 3,0625 o0 f(x) €]1,5625;3,0625[.

. 3 . 1 - 3 1 3
Para el tercer caso, se toma una vecindad de > de radio o teniendo que x € V (5 : B) —{ 5 }

= x £ 2 A 1,4 <x <16, luego x €]1,4; 1,6[, intervalo que esta contenido en Dom f, por

lo que nuevamente podemos encontrar las imagenes de todos ellos, obteniendo que 1,96 <
x2 <256 0f(x) €]1,96;2,56][.

A partir de los dos ultimos ejemplos se les pregunta a los estudiantes “;Se puede decir que
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las imagenes estan cerca de 27" esto para introducir la idea de cercania, aun en una etapa

preliminar, sin cuantificadores.

Desarrollo

Luego se realiza el mismo proceso, pero esta vez para la funcion (x) = 2x — 5. Se nota que
Domf = Ry por tanto, cualquier nimero real es punto de acumulacién de Domf y se toma

como ejemplo el punto ¢ = 3.

Luego se notard que, si se toma una vecindad de elementos x de Domf que estén a una
distancia menor que 0,25 de 3, sin considerar al mismo 3; es decir six #3 A —0,25<x — 3
< 0,25, entonces se tendra que 2,75 < x < 3,25, con x # 3. Luego, se pregunta “;en qué
intervalo estaran las imagenes del intervalo?”, esperando que los estudiantes respondan que
se puede calcular las imégenes aplicando operaciones a la desigualdad de la siguiente
manera: 5,5<2x <6,5= 0,5<2x —5<1,5, y asi llegar a que los elementos x que estan a
una distancia menor que 0,25 de 3 tienen imagenes entre 0,5 y 1,5. Luego se realiza la
siguiente pregunta “;Se puede estimar que estan “cerca de 1?7, donde se espera que los
estudiantes den cuenta de que restando 1 a la desigualdad se llega a que —0,5 < (2x —5) — 1
< 0,5, que en términos de distancia se escribe |(2x — 5) — 1| < 0,5, es decir que las imagenes

estan a una distancia menor que 0,5 de 1.

Luego, haciendo lo mismo, pero esta vez tomando un radio menor, por ejemplo,
considerando x del Domf tal que estén a una distancia menor que 0,005 del 3, sin
considerar al 3, esto es 0 < |x — 3| < 0,005, tendremos que —0,005 < x — 3 < 0,005, x #3 =
2,995 < x < 3,005 = 5,99 < 2x <6,01 = 0,99 < 2x — 5 < 1,01. Si nuevamente estimamos
la distancia a 1, llegaremos a que —0,01 < (2x —5)—1<0,01 = | (2x —5) — 1] <0,01. Lo

gue podemos expresar con un grafico de la siguiente manera:
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¥ = 2,995 —J A
x=3—1 1
b x-3,005 i

ro

Cierre

Para concluir la actividad, se les pregunta a los estudiantes si encuentran alguna similitud en
los procedimientos realizados anteriormente; para llegar a que, en todos los casos, fijamos
una cierta distancia como radio de una vecindad de un punto de acumulacién “c”, del
dominio de la funcion, obteniendo como consecuencia que las imagenes de los puntos de la
vecindad (sin considerar al mismo c) estdn en un intervalo definido. Luego de esto, se
realiza la pregunta “;Podemos decir que dicho intervalo representa también a una vecindad
con un centro y cierta distancia de radio?”. Esto con la finalidad de llegar también a
interpretar el intervalo en el que se encuentran las imagenes como una vecindad de cierto
namero con un radio asociado al inicialmente considerado para la vecindad del punto de

acumulacion del dominio de la funcion.

Luego, ocupando la misma funcién del desarrollo se les pide a los estudiantes que fijen una
distancia d > 0 arbitraria, de un punto x del Dom f a un punto de acumulacion del dominio

“c” (por ejemplo, ¢ = 2), para encontrar en qué intervalo se encuentran las imagenes de los
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puntos de esta vecindad (sin considerar a c) y llegar a que este intervalo es una vecindad de
lderadio D = 2d. Esdecir,0< |x - 3|<d = |f(x) — 1| < 2d.

Fuente: elaboracion propia

Tabla 9.

Planificacioén de la actividad namero tres.

Actividad 3

Inicio
Se inicia la actividad recordando que en la actividad anterior se trabajé tomando una
vecindad de un punto de acumulacion del dominio de una funcién, con un determinado radio

d, y se llego a una vecindad de las imagenes de la funcion con un determinado centro y radio

D, que se puede relacionar con d.

En esta ocasion, se presenta la pregunta “;Si consideramos ahora una vecindad de centro L y
radio D del conjunto de las imagenes de una funcion, podremos encontrar una vecindad del
dominio de la funcién en el cual se encuentren sus pre imagenes? y si es posible ;existira
igualmente una relacion entre los radios de las vecindades?” Esto con la finalidad de realizar

el proceso contrario, que es precisamente el utilizado en la definicion de limite.

Desarrollo

Continuando, se recuerda que en la actividad anterior se lleg6 a que si se toma la funcion (x)
= 2x — 5 con un punto de acumulaciéon de Donf ¢ = 3, se tendria que 0 < |x — 3| < d
=|f(x) — 1| < 2d. Y se genera la pregunta inicial “Si se quiere que las imagenes estén a
una distancia menor que 0,1 de 1, ¢a qué distancia deberan estar los puntos x de 3?7,

esperando que los estudiantes propongan respuestas y asi llegar a que |f(x) — 1] < 0,1y se

tiene ademas |f(x) — 1] < 2d por lo anterior, basta considerar 2d=0,1, 0 d = % para asi
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llegar a que para cumplir con |f(x) — 1| < 0,1 se requiere que 0 < |x — 3| < 02—1

Posterior a este descubrimiento, se aclara a los estudiantes que en realidad este proceso se
puede realizar de una manera mas réapida, pues basta desarrollar la expresion |f(x) — 1| <
0,1 para llegar a que |f(x) —1| =|(2x — 5) — 1] = 2|x — 3| < 0,1, si se considera |x

-3<X
2

Luego se considera la situacion en donde la distancia de xa 3 sea mayor que % y se
pregunta “;seguira siendo la distancia de las imagenes a 1 menor que 0,1?” teniendo asi que
si se toma una distancia d, > % entonces se tendra que 2d, > 0,1, luego 0 < |x — 3| <d,
= | (2x — 5) — 1] < 2d4, la que no es menor que 0,1. Asi, no se cumple que |f(x) —1| <
0,1.

A continuacion, se pregunta el caso contrario, “;qué ocurre si hay una distancia d, menor a
la encontrada?” teniendo que si d, < % entonces 2d, < 0,1, obteniendo asi que 0 < |x — 3|

<d, =|(2x-5)—1]=2x-3/<2-d, <0,

Cierre

Para cerrar, se nota que hasta el momento se ha visto que en ciertas funciones ocurre que: Si
nos fijamos una distancia D a la que deben estar las iméagenes f(x) de un namero real L, se
puede encontrar la distancia d, dependiendo del D escogido, a la que deben estar sus
preimagenes del punto de acumulacién “c”. Simbdlicamente: Dada una distancia D
cualquiera, se encuentra una distancia d, dependiendo de D, tal que: 0 < |x —c| < d =
|f(x) — L] < D. Ademés, también se hace una pausa para volver a sefialar que de existir
dicho d, existen otros valores que también cumplen con lo pedido y por tanto existird un

radio maximo d en torno al punto de acumulacion para que se cumpla lo pedido, que en

.. 0,1
nuestra actividad es d = -

fuente: elaboracién propia
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Tabla 10.

Planificacién de actividad nimero cuatro

Actividad 4

Inicio

Para iniciar esta actividad, se recuerda que en actividad anterior se obtuvo que para ciertas
funciones ocurriaque 0 < |x—c| <d = |f(x) — L| < D, donde d depende de D. Asi, se
realizan las siguientes preguntas a los estudiantes: “;Qué ocurre si, ademas, para cualquier
distancia D que tomemos se puede encontrar una distancia d que satisfaga la proposicion?”
Esperando que los estudiantes entreguen respuestas para llegar a que esto significa que las
imagenes de f(x) estan tan cerca de L como se quiera, siempre que X esté suficientemente
cerca de c, excluyendo a c. Luego, se sefiala que si esto ocurre, entonces se dice que el
namero L es limite de f(x) cuando x tiende a c, sefialando que generalmente, para la
distancia D se ocupa la letra griega € y para d se ocupa la letra §, que son positivas por ser

distancias, y simbdlicamente se escribe de la siguiente manera: L = limf(x) & Ve >0, 35§ =
xX—=C

6(e) >0, [0<|x —c|] <8 = |f(x) — L| < ¢g]. Posteriormente se menciona que en la
proposicion de la derecha de la definicion es necesario conjeturar previamente cual es el

ndamero L.

Desarrollo

A continuacion, se realiza como ejemplo la demostracion de que lirrzz (Bx+1)=7,dela
X—

siguiente manera:

Se les pide a los estudiantes que utilicen lo recién tratado si (x) =3x +1, c=2y L =7,

Esperando llegar a que con esto se tiene: Ve > 0,36 >0, [0<|x —2|<d=|(Bx + 1) 7| =

3lx — 2| <38],ysisetomad, 0<38<eg esdecir, 0 <§< Z entonces por transitividad de la

desigualdad se concluye que |f(x) — 7| < € cumpliendo asi que el lirrzz (3x + 1) =7, pues
xX—
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existe el § pedido para cualquier £ > 0 que se elija.

Posterior a este ejemplo se les entrega el siguiente problema a los estudiantes:

Para la funcion (x) = 2 —5, c =2, ¢cual podra ser L, si existe? Esto para aclarar nuevamente

que, para aplicar la definicion de limite, es necesario saber el valor de L, o por lo menos

tener una idea de cual puede ser su valor para corroborarlo con la definicion.

Para conjeturar el valor de L, se realiza la siguiente tabla:

fx) |45 -4,25 -4,05 -3,95 -3,75 .35

Una vez realizada la tabla, se pregunta ;sera que L = —4? Para corroborar esta posibilidad,

debemos demostrarlo utilizando la definicion. Asi, para un épsilon positivo debemos

encontrar § = () >0talque [0<|x —2|<§ = | (g —5)—(-4) | < &, pero si desarrollamos la

segunda expresion, se tiene que % |x — 2| < € asi, cualquiera sea € > 0, existe &, 0 <§ “0<c¢,

que haré que |( g— 5) — (—4) | < ¢, esto es cuando 0 < § < 2¢. De esta manera se concluye que
, x _

lim (5 - 5)-—4

Continuando con esta idea, se realiza el siguiente ejemplo:

Para funcion f(x) = vx con c =4 y L = 2. Si se elige € > 0, debemos encontrar &§ = (¢) > 0 tal

- x—4 = 1
Va+2 | Vx+2

que[0<|x—4|<5= Wx —2| |x—4\<%|x—4| <§~6], pues se sabe que x

>0A2<x+2= < ; . Finalmente, se cumple la definicion considerando 0 < § <2¢y

1

Vx+2

por lo tanto lirZ}\/E =2.
X—

-5

2 -
Como ultimo ejemplo, se presenta la funcion f(x) = % que tiene dominio R — {3},
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aqui se nota que, aunque 3 no es parte del dominio de la funcién, es un punto de
acumulacion de él y por tanto podemos calcular imagenes de puntos cercanos a 3,

conjeturando asi que L = 7. Ahora, para afirmarlo, se recurre a la definicion: Sea € > 0,

2 _ B4 2_
debemosencontrarS:(e)>0talquex¢3A|x—3|<6:|¥—7|:|w|

x—3

—3)2 . . .
| %| =2lx —3]<26.Siseelige0<§< %e, entonces, efectivamente |f(x) — 7| < & yse
2_tcy—
afirma que lim 2223 = 7,
x—3 x-3
Cierre

Para concluir esta actividad, se presenta a los estudiantes un problema en el que se conjetura
un L incorrecto, para luego demostrar que dicho L no es el limite pedido utilizando la
negacion de la definicion de manera implicita (sin explicitar que esto significa que L=1 no
es el limite, pues se les pedira posteriormente esta conclusion en un cuestionario), como se
ve a continuacion:

1, six€Z
0, six ¢Z’
acumulacion de él es ¢ = 2. Ahora, si se considera L = 1y se toma una vecindad de radio ¢

Consideremos la funcion f(x) :{ claramente su dominio es IR, y un punto de

= % se tendré la vecindad es V (1, é) =] % : g[. Luego se presenta el siguiente grafico:

Glc)=1 F(1)=1 f{2)=1

-2 -1 1 2 3

De aqui se puede observar que, ademas, con cualquier radio 6 ocurre que la correspondiente

vecindad de 2sinel 2, [0<|x —2|<§d =2 - § <x <2+ §, x # 2] contiene nimeros reales
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no enteros cuyas imagenes son iguales a 0 (linea roja) y |f(x) —1|=]0—-1]=1> %

centrandonos aqui en el conectivo “y”, pues este viene dado por la negacion de la definicion,

que no fue negada directamente de la definicion con simbolismos, sino utilizando el gréfico.

Por otra parte, si se conjetura L = 0 y se considera cualquier vecindad de radio ¢, todos los
elementos reales x #2 A 1 < x < 3, tienen imagenes iguales a 0, entonces [f(x) — 0] = |0 — 0

= 0 < &. Esto se puede visualizar igualmente en la siguiente imagen:

-2

Fuente: Elaboracion propia

7.3.Cuestionario para los estudiantes
Como ya se menciond, una vez concluida la experimentacion, se realizard un
cuestionario a los estudiantes que esté enlazado con la secuencia para posteriormente
contrastar los aspectos considerados en la secuencia con otros ya obtenidos en el cuestionario
a los estudiantes que ya cursaron Calculo Diferencial en una variable. Este nuevo cuestionario

se presenta a continuacion:

1.- Considerando el ejercicio 1) relativo a f(x) = x2, con Domf = ]1,3[ trabajado en clases,

responda:

, . 3 . , . ..
a) ¢Cual es la vecindad de 5 de mayor radio que esta totalmente contenida en el dominio?

3 1
2’100

b) Determine el intervalo que contiene las imagenes de x € V( ) x;é%.
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c) Complete la conclusion respecto de (b): Al tomar nimeros a una distancia (......... ) que

3 - - , .
C..... ) de 2, las imagenes mediante f(x) = x2, ..... estdn en una vecindad de 2.

2.- Para cada una de las funciones dadas determine un valor de la distancia d a la que debe

estar x de “c” para que la distancia de su imagen a L sea menor al valor dado D, es decir

|f(x) — LI < D.

a) La funcion f(x) = 1—§,c =0,L=1.

D 0,01 0,00001 D cualquier positivo
d

b) La funcion £(x) =2, c = 1,L = 2.
D 0,01 0,00001 D cualquier positivo
d

3. Demuestre que

a) limx* =0
x—0
2_
b) imZ=2 = —1
x-0 X
., ., 1, six€eZ )
4. En relacion a la funcion f(x) = {0 six ¢ 7€ = 2, tratada en clases, responda:

a) Segun lo estudiado en la actividad 4, ¢puede afirmar que li?‘rzlf(x) = 1? Argumente su
xX—

respuesta.

b) Segln lo estudiado en la actividad 4, ¢puede afirmar que li?‘rzlf(x) = 0? Argumente su
X—

respuesta.
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c) Segun su respuesta anterior, complete la equivalencia:

L f_)lcimf(x) &S e>0,-6=6(0)>0,[0<|x—c|- 8 |f(x)—L|- €]

7.4. Andlisis a priori.

En esta fase se declaran diferentes hipotesis respecto a posibles problemas que

pudieron influir en el resultado esperado de la aplicacion de las actividades que fueron

disefiadas y en las respuestas del cuestionario. Estas se presentan a continuacion:

Un primer gran problema es que el curso en donde se aplico esta secuencia no es el
curso propio de la profesora guia, lo que implicaria que los estudiantes vean a la
docente como ajena al curso, cuestion que afectaria a la recepcién de parte de ellos por

sentir que esto es algo extra y no parte del curso.

Por el hecho que esta secuencia didactica se realice en formato virtual, que de por si
afecta la interaccion durante la clase, puede provocar que los estudiantes no se sientan
comprometidos a responder responsablemente el cuestionario, lo que impediria

conocer resultados mas precisos.

Puede ocurrir que los estudiantes no comprendan las actividades planteadas durante la
clase y por tanto estas se deban extender y no se logre abarcar las cuatro actividades

disefadas.

Al momento de responder el cuestionario es posible que algun estudiante tenga
dificultades de conectividad o de otra indole que afecten la total concentracion y

dedicacion necesaria.

Puede ocurrir que los estudiantes no recuerden completamente algunos conceptos
necesarios para comprender este nuevo concepto, lo que dificultaria el avance de la

secuencia.
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8. Experimentacion

El cuestionario elaborado en base a la secuencia de actividades realizada a los
estudiantes en la asignatura Célculo Diferencial en una variable fue aplicado al final de la
sesion de clases. Debido al contexto de clases virtuales se les dio una semana de plazo para
responder. En este apartado se describen los resultados obtenidos de la aplicacién de las

secuencias de actividades y del cuestionario.

8.1. Descripcion de la aplicacion de la secuencia didactica

La clase se inici6 a las 8:00 AM el dia 15 de octubre del 2020 con una duracién de 1,5
horas, a la que se conectaron 7 estudiantes, posteriormente durante el desarrollo de la
secuencia se sumaron otros 3, totalizando 10 de un total de 13 estudiantes.

Las actividades fueron realizadas sin inconvenientes, sin embargo, hubo muy poca
participacion de parte de los estudiantes para responder las preguntas clave de la secuencia, en
que sélo uno de ellos intento participar de forma activa durante las actividades. Ademas, en
los momentos en que se pregunto si habia dudas, igualmente sélo un estudiante respondi6 con

un “no” de vez en cuando.

8.2. Respuestas al cuestionario
El cuestionario fue respondido por once estudiantes. A continuacion, se exponen los
criterios para considerar correctas las respuestas.
Tabla 11.

Criterios de evaluacion del cuestionario aplicado a los estudiantes

Pregunta Criterio

1a El estudiante identifica los extremos del
dominio de la funcién.
Calcula las distancias desde el centro de la

vecindad a los extremos de este dominio.
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Establece que la vecindad maxima

. .. 31
contenida en el dominio es v( 513"

1b

. - 31 . .
Escribe la vecindad v(;,;) en términos

de distancia.

Desarrolla la expresion en término de
desigualdades.

Deduce la expresion correspondiente a las
imégenes en términos de la desigualdad.
Traduce la desigualdad y escribe el
intervalo en donde se encuentran las

imagenes.

1c

Completa la oracion correctamente a

partir de la pregunta 1b)

2a

Trabaja la expresion de la tesis
|1 - § - 1| <D de manera adecuada,
ocupando propiedades del valor absoluto
para llegar a la expresion § |x| < D.

Ocupa la hipotesis para definir que si
%d < D , entonces d < 5D Yy se satisface

la tesis. (Se ajusta a cada caso).
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2b

Trabaja la expresion de la tesis

|x2;_x;2 — 2| <D de manera adecuada
ocupando propiedades del valor absoluto,
factoriza y simplifica hasta obtener la
expresion |x — 1| < D

Ocupa la hipétesis para definir que si
d < D , entonces se satisface la tesis.

(Se ajusta a cada caso).

3ay3b

Aplica la definicion de limite de una
funcion real de variable real en un punto y

trabaja mediante esta definicion.

Escribe la definicion del limite con el

delta encontrado como demostracion.

4a

Desarrolla la expresion [x — 2| < § yse
da cuenta que cualquiera de estos

intervalos contiene nimeros no enteros.

Se da una épsilon adecuado como radio de
una vecindad menor o igual que 1 y
establece que ese intervalo no contiene a
0.

Establece que no se puede afirmar que

limf (x) = 1.

65



4b

Considera una épsilon cualquiera como
radio de una vecindad de 0.

El estudiante toma un delta menor o igual
a 1, considerando que todos los elementos
de la vecindad de 2 no son nUmeros
enteros, excepto el centro 2.

Establece que la imagen de todos esos
elementos es igual a 0 y estdn en la
vecindad de 0.

El estudiante a partir de lo anterior afirma

que el liTrzlf(x) =0

4c

El estudiante completa correctamente la
funcion proposicional correspondiente a

la negacion de la definicion del limite.

Fuente: Elaboracién propia

En la tabla 10 se presenta una tabla de frecuencias los resultados de las respuestas al

cuestionario. Ademas, en la figura 2 se incluye también un grafico de barras de los porcentajes

de respuestas correctas, incorrectas y omisiones por parte de los estudiantes

Tabla 12.

Tabla de frecuencias de las respuestas de los estudiantes al segundo cuestionario

pregunta correcta incorrecta Omitida
la 9 2 0
1b 8 3 0
1c 2 5 4
2a 9 0 2
2b 7 2 2
3a 7 2 2
3b 7 2 2
4a 3 3 5
4b 2 5 4
4c 2 6 3
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Fuente: elaboracion propia

Figura 2.

Gréfico del porcentaje de las respuestas de los estudiantes al segundo cuestionario

100%
90%

82% 82%
L, 80% 73%
:':; 70% 64% 64% 64%
;‘)‘ 60% 55%
3 50% 45% 45%  45%
T a0% 6% 0%
-~ 7% | 27%27% | 27%
8 20% 8% Y 18% 8%18% 118%18% [£18%18% 18% 189
10% o ” [ % |
0% = = e - = e e e e e e
la 1b 1c 2a 2b 3a 3b 4a 4b 4c
preguntas
M respuestas correctas M respuestas incorrectas respuestas omitidas

fuente: Elaboracion propia

Se puede apreciar que, en general, en las preguntas 1, 2 y 3 se obtuvo un porcentaje de
respuestas correctas superior al 60%, siendo la excepcion la pregunta 1c por cuestion que se
expondra mas adelante. Respecto a la pregunta 4, se observa que el porcentaje de respuestas
correctas es inferior al 30%, esto, a pesar de haber obtenido un porcentaje mayor respecto al
cuestionario aplicado al grupo anterior, expone que aun existen falencias respecto al trabajo
con la negacion de la definicion de limite. Algunas respuestas y los errores se evidencian en el

apartado de analisis de respuestas que se expone a continuacion.

Imagen 19.

Respuesta del estudiante 3 a la pregunta 1la

SE1E i Con Do =100 [
Al . LWL%LW;(A@WALMAMJ
V%O/?) [

,
A 1 i A \
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Aqui se puede apreciar que, a pesar que el estudiante entregd una respuesta, no

proporcionod un desarrollo, ademas de confundir la notacion de vecindad con la de intervalo.

. . 1 1
En la pregunta 1b, el error comdn fue que los estudiantes, al expresar v (EE) en

términos de desigualdades, llegaron al intervalo ]1,49;1,51[, pero no encontraron las
imégenes de los elementos de la vecindad mediante la funcion. Un ejemplo se muestra en la

imagen 20. Hubo también una estudiante que no respondié esta pregunta.

Imagen 20.

Respuesta del estudiante 4 a la pregunta 1b

2

También hubo respuestas correctas, un ejemplo de ello se muestra a continuacion:

Imagen 21.

Respuesta del estudiante 8 a la pregunta 1b

B Dbl LAl e o | b die | £, w o
x eV, i) xt2

A

=, -r}.‘ 4| = -1 +3 <« .
2 0'<{>< 2\<mo'-7 wa**i ¢ oo -

=) 34350 ¢ra A13:50 2y 49 ¢x <15
oo ‘oo 1w 100

5T, | O \ ) Y / 9

_‘,4\_,- o, m N lo Convten L wdrnodis ok Gonhednd o

YNRG s T by g,cu.
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> L <o ’280 & '/V\ZU‘ z/lfo/ar Qi '.r/j”ﬂj/j/‘/\); & Jan s1s00000
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Imagen 22 .

Respuesta del estudiante 7 a la pregunta 1b

En la pregunta 1c, que fue una de las preguntas que menos respuestas correctas tuvo,
como se sefiala en la tabla y gréfico, 4 personas no respondieron la pregunta. Sin embargo, en
todas las otras respuestas que no se consideraron correctas, se puede apreciar que el error

, . . 3 . 1
comun fue el de considerar que tomando una vecindad de 5 ¢on un radio menor a P las
imagenes mediante f(x) = x? siempre estarian en una vecindad de 2, cuando si se toma un

. 1 . .
radio menor a 55 ©esto no ocurre. Se esperaba que los estudiantes dieran cuenta de esto

motivados por las respuestas a la pregunta anterior, pero algo que puede haber ocurrido es que,
al no desarrollar las fracciones, no lograron evidenciar que las imagenes no contenian al
namero 2. Por otra parte, el estudiante 8, que si desarrollé las fracciones como decimales,

logré la respuesta correcta. Se evidencian algunas respuestas de los estudiantes a continuacion.

Imagen 23.
Respuesta de la estudiante 1 a la pregunta 1c
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Imagen 24.

Respuesta del estudiante 7 a la pregunta 1c

Imagen 25.
Respuesta del estudiante 6 a la pregunta 1c

¢) Concluesion: Al tomar mimeros auﬂa:isiaﬂciamortple%de%__ las imAagenes mediante
Fix) = x°, siempre estin en vna vecindad de 2.

Imagen 26.

Respuesta del estudiante 8 a la pregunta 1c
o _ Opts n, JILLDT | o, __Te0 OLLE, (0-./) ”,oag :
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Para la pregunta 2a, todas las respuestas recibidas estaban correctas, sin embargo, el

porcentaje no es 100% debido a que hubo 2 estudiantes que no respondieron la pregunta.

En la pregunta 2b, los mismos 2 estudiantes anteriores tampoco respondieron la
pregunta. Ademas, hubo una respuesta que no fue considerada como correcta, debido a que la
estudiante, a pesar de desarrollar correctamente la respuesta, no logré identificar lo pedido ni

terminar el ejercicio, como se ve a continuacion.

Imagen 27.

Respuesta de la estudiante 5 a la pregunta 2b

70



x & |- 5 LDD L

Ld_;ova Ao(

= o ocood
L’;——E(__;'l\éo P @\_“"\_ﬂ\ ’L\coooazu
“Z=> \ xxA-2\ <~ ool
&= \ <X —A\«Qooo0i
=2 HAAYAU < X <1, 00991
ve 783ng, Acod

Mﬁééq- “ A=m

Para la pregunta 3a y 3b, como se aprecia de la tabla, 2 estudiantes que no

respondieron y 2 estudiantes tuvieron respuestas incorrectas. La razon es que no demostraron
los limites por definicion, sino que aplicaron teoremas no tratados aun, ademas de usar el
término “convergente” donde no corresponde. Esto puede haber ocurrido debido a que los
estudiantes confundieron el limite de funciones con los de sucesiones, donde si se trabaja la
convergencia. (los estudiantes trabajaron los limites de sucesiones en el curso de procesos
infinitos, que es precedente al de calculo diferencial).

Imagen 28.

Respuesta del estudiante 3 a la pregunta 3a 'y 3b
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Del conteo se advierte que la pregunta 4 fue la que tuvo menor porcentaje de
respuestas correctas. Hubo 5 estudiantes que no respondieron tales preguntas, sin embargo,
también hay estudiantes que lograron responderlas correctamente como otros que enviaron un

desarrollo, pero no hicieron referencia a los elementos de la definicion para justificar su
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respuesta, por lo que no se consideraron como correctas. Algunas respuestas enviadas por los
estudiantes se muestran a continuacion.

Imagen 29.

Respuesta de la estudiante 1 a la pregunta 4a

Imagen 30.

Respuesta del estudiante 11 a la pregunta 4a

Como se puede observar, el estudiante 11 intent6 explicar por qué el limite no es 1, sin
embargo, no utiliz elementos de la definicidn para probar su conjetura, sino que solamente la
escribié de manera intuitiva. De esta manera, no se puede concluir que el estudiante pueda

trabajar con la definicion, ya que a pesar de que el limite no es 1, debe sefialar un épsilon para
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el cual no se cumpla la definicidn, o en su defecto, para el cual se cumpla la negacion de ella,
como lo hizo la estudiante 1.

Para la pregunta 4b ocurrié lo mismo que en la pregunta 4a, sin embargo, hubo un
estudiante que, aunque respondid correctamente la pregunta 4a, no respondié de manera
correcta la pregunta 4b, esto porque siguié con la idea de la negacion y utiliz6 el término

“cualquier radio 6, en vez de especificar un delta especifico, como se muestra a continuacion.

Imagen 31.

Respuesta del estudiante 8 a la pregunta 4b
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Hubo un caso en donde, a pesar de que el estudiante inicia asumiendo la tesis

verdadera, luego desarrolla la pregunta de manera correcta, por lo cual fue considerado dentro

de las respuestas correctas. Su desarrollo se presenta a continuacion.

Imagen 32.

Respuesta del estudiante 6 a la pregunta 4b

b) Si.
Si suponemos que lim Fix) = 0 tendriamos que | f(x) — 0] == = . Considerando £ = 0 tendriamos
que
IfG) — 0l < &

Considerando una vecindad de 2 v un radio § menor que 1. todas las imagenes de los puntos de
esta serian 0. entonces tendriamos que

|0 —0] =&
= 0] <&
= 0=

Por lo tanto, 1a proposicidon We € R34 R_“_r — 2] =& = |f(x) — 1| < £ esverdadera, luego.
'lriquli.r] =0.

Finalmente, en la pregunta 4c, se evidencia que a los estudiantes les cuesta trabajar con
la negacion de proposiciones légicas y cuantificadores, ya que las respuestas incorrectas
simplemente son por no cambiar cuantificadores, o cambiar algunos, pero no otros; como se

ve en las siguientes imagenes.
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Imagen 33.

Respuesta del estudiante 11 a la pregunta 4c

Imagen 34.

Respuesta del estudiante 8 a la pregunta 4c
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Imagen 35.

Respuesta del estudiante 3 a la pregunta 4c

74



9. Analisis a posteriori

Como se menciond anteriormente, en este apartado se realiza un contraste de lo

ocurrido en la experimentacion y la encuesta aplicada a los estudiantes de Célculo Diferencial

en una variable con las hip6tesis formuladas en el anélisis a priori.

Tabla 13.

Contraste de la hipdtesis con lo ocurrido en la experimentacion

Hipotesis

Contraste

Un primer gran problema es que el curso
en donde se aplicO esta secuencia no es el
curso propio de la profesora guia, lo que
puede implicar que los estudiantes vean a la
docente como ajena al curso, cuestion que
afectaria a la recepcion de parte de ellos por
sentir que esto es algo extra y no parte del

Ccurso.

No se puede establecer de forma exacta el
resultado de esta hipotesis, debido a que los

estudiantes presentaron una baja

participacion, y esto puede deberse

justamente a lo planteado en la hipotesis;
sin embargo, hubo un par de estudiantes
que intentaron participar en algunas
ocasiones, a pesar de que el curso no lo

impartia la docente.

Por el hecho que esta secuencia didactica se
realice en formato virtual, que de por si
afecta la interaccion durante la clase, puede
provocar gque los estudiantes no se sientan
comprometidos a responder
responsablemente el cuestionario, lo que

impediria conocer resultados mas precisos.

A pesar de que, como se mencionod

anteriormente, hubo dificultades para lograr

que los estudiantes respondieran al
cuestionario, hubo un estudiante que
declar6 no responder la totalidad del

cuestionario por problemas de tiempo, por
lo que no se puede asegurar de manera total
tenido

que los estudiantes no hayan
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problemas externos para responder el
cuestionario. No obstante, esto puede haber
ocurrido debido a que el cuestionario no
llevaba una calificacion sumativa en el
curso, por lo que los estudiantes no se
sintieran en la obligacion de responder en el

plazo de un dia, que se les dio inicialmente.

Por lo anterior, esta hipétesis no se cierra de
manera concreta, sino que se deja a
interpretaciones, entregandose evidencia de

lo ocurrido

Al momento de responder el cuestionario
es posible que algin estudiante tenga
dificultades de conectividad o de otra indole
total

que afecten la concentracion 'y

dedicacion necesaria.

Esta hipotesis si se pudo evidenciar, debido
a que un estudiante de los que respondieron
la encuesta escribio que no podia seguir
pensando en las respuestas por falta de
tiempo. Sin embargo, no se puede asegurar
que todos los estudiantes hayan tenido
complicaciones de este estilo, pues hubo
dificultades para conseguir las respuestas al
cuestionario, pero se tardd exactamente 26
dias en conseguir las 11 respuestas del total
de 13 estudiantes, siendo este tiempo
suficiente para responder el cuestionario

planteado, inicialmente para 1 dia.
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Puede ocurrir que los estudiantes no

recuerden completamente algunos
conceptos necesarios para comprender este
nuevo concepto, lo que dificultaria el

avance de la secuencia.

Esta hipotesis si se pudo evidenciar, pero
Unicamente tomando en consideracion el
cuestionario realizado, debido a que la
mayoria de los estudiantes no fue capaz de
negar correctamente la proposicién de la
definicion de limite, lo cual esta conectado
con las proposiciones logicas y los
cuantificadores, los que son estudiados en
cursos anteriores a Calculo Diferencial en

una variable.

A pesar de esto, es probable que los
estudiantes comprendan desde antes el
concepto de punto de acumulacion, debido

a que el profesor del curso ya habia

ensefiado el concepto de punto de
acumulacion de un subconjunto de R
previamente. Lo anterior se puede

evidenciar en que casi la totalidad de los

estudiantes lograron responder
correctamente el item 1 del cuestionario,
que estaba asociado a este concepto.
(Recordar que antes se dijo que el profesor
del curso ya habia ensefiado el concepto de
punto de acumulacion de un subconjunto de
IR. Nosotros lo aplicamos al dominio de la

funcion, solamente).

Fuente: Elaboracion propia
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Para finalizar los andlisis a posteriori, vemos que, en general, en las primeras 3
preguntas, los resultados fueron superiores al 60% de respuestas correctas, exceptuando la
pregunta 1c; sin embargo, como se menciond anteriormente, el resultado de la pregunta 1c
puede deberse a que los estudiantes no desarrollaron las fracciones del problema 1b de forma

decimal, sino que estas fueron expresadas solamente de manera fraccionaria.

En la pregunta 4, se como se puede observar, existen aun falencias a mejorar, esto
puede haber ocurrido debido a la poca extension de la actividad referente a la negacion, puesto
que esta se dej6 como cierre de la Gltima actividad, referente esta a la demostracion por
definicion, y no se consideraron mas elementos para colocar otra actividad aparte; sin
embargo, esto fue debido al tema del tiempo con el que se contaba para realizar las
actividades.

Por lo anterior, se valida la secuencia de actividades, pero a la vez se propone como
mejora extender el trabajo con la negacion de la definicion a otra actividad centrada en ella, de
tal manera que los estudiantes tengan mas contacto con esta y asi puedan utilizar todo lo

anterior para trabajar con la negacion.
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10. Conclusiones

Es sabido que el concepto de limite no es un concepto sencillo para los estudiantes que
cursan por primera vez célculo diferencial en una variable; esto se puede evidenciar en las
investigaciones citadas en el desarrollo de este trabajo. Sin embargo, el tema de la
demostracion de limite por definicion, que es un tema dentro del concepto de limite en
general, trae también consigo mas dificultades, debido a diferentes razones, como la
abstraccién a primera vista de la proposicion que designa la definicién, la manera en que se
trabaja la demostracion, los conceptos implicitos que se deben manejar, etc. Por esto, es
menester el desarrollo de materiales que puedan aportar al estudio y la ensefianza de este
concepto. Esto, ademas, teniendo en consideracién de igual manera que actualmente el
concepto de limite de funciones se trabaja a nivel escolar, y por lo tanto, de igual manera el
profesor de matematica debe manejar un conocimiento profundo de su definicion. El nuevo
material desarrollado debe tener también un potencial significativo para el estudiante, esto es,
que los conceptos que se presenten tengan un orden légico, se puedan relacionar entre si, y

ademas con el aprendizaje que el estudiante ya posee.

Para el desarrollo del trabajo, fue muy util el marco entregado por la ingenieria
didactica de Michele Artigue, pues esta nos proporciond, ademas de una manera de
esquematizar el trabajo realizado, un método de validacion interna de la secuencia de
actividades, a través de la experimentacion y posterior analisis de los resultados obtenidos de
la aplicacion. Por esto, fueron utilizados los procedimientos de esta teoria como objetivos

especificos de la investigacion, y el desarrollo total como objetivo general.

Para la construccion de las actividades, se considera que fue utilizado un enfoque
mixto entre forma estructural y procedimental, puesto que se inician las actividades trabajando
conceptos esenciales para la comprension de la definicion, para luego utilizar estos conceptos
en el desarrollo de la demostracion por definicion, ademas de relacionarla con su parte

geométrica.

Respecto a la aplicacion de la secuencia de actividades, debido a la poca participacion
de los estudiantes, se concluye que esta puede ser mejor desarrollada de manera presencial,

debido a que con el contexto de clases virtuales no se puede observar mucha participacion de
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parte de los estudiantes, lo que termind por reducir la secuencia a una sola sesion, de las dos
preestablecidas. Sin embargo, se puede concluir también que la secuencia de actividades fue
un aporte para los estudiantes, debido a que estos lograron responder de manera correcta al

cuestionario en la gran mayoria de las preguntas.

Ahora, debido a que inicialmente eran solo dos sesiones, se tuvo que dejar de lado el
desarrollar mas actividades, dentro de esta el de una actividad referente a la negacion de la
definicion, y otra para el desarrollo histérico de esta, por lo cual se plantean estos aspectos de

mejora para futuras investigaciones.

Finalmente, para responder a la pregunta “;Cémo los estudiantes de pedagogia en
matematica de la UMCE comprenden la definicion del limite de una funcién real de variable
real en un punto?”, se menciona que, respecto al primer cuestionario, los estudiantes tienen un
enfoque més arraigado al trabajo procedimental, esto se puede observar en el primer
cuestionario, ya que, a pesar de que en general respondieron correctamente las preguntas
ligadas a la demostracion por definicion, en la pregunta 2b, se ve que algunos estudiantes
solamente evallan el limite de forma algebraica a pesar de no estar buscando el limite en un
punto de acumulacion del dominio de la funcion, esto puede deberse al olvido de ciertos
conceptos, o el poco conocimiento de estos. Por otro lado, respecto a los estudiantes con los
que se desarrollo la secuencia de actividades, se puede mencionar que manejan tanto una
forma procedimental, como una forma mixta, debido a que la mayoria pudo desarrollar las
preguntas de la 1 a la 3, sin embargo, falta una mayor profundizacion en la forma de trabajo
estructural para que los estudiantes sean capaces de responder a preguntas como las del

enunciado 4 del segundo cuestionario.

Por todo lo anterior, se puede finalizar diciendo que se cumplieron los objetivos de la
investigacion, pero se recomienda la aplicacion presencial y un trabajo mas extenso con la
negacion de la definicion, puesto gue si los estudiantes logran desarrollar actividades como
esta, puede inferirse que se lograria un mayor manejo estructural de la definicion, ya que, para

ser resuelta, ella necesita de todos los conocimientos anteriores.
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